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摘 要

给空间一个由元胞构成的面心立方密排格子 A1 , 元胞的直径 l010−18 m，并且可以变形。

完美无缺的 A1 是真空，有缺陷的 A1 是质空。时间是过程的量度。真空的对称性群是点群 Oh

和 Td，质空的对称性是紧致不连通李群 S(Oh)={R(  
1,  

2,  
3)T ， T ∈ Oh} 和

S(Td)={R(1,2,3)T，T∈Td},R(1,2,3)∈SO(3,C)。物质场 (r,t) 是质空中所有元胞的

位置矢量的集合。物质场遵循以下定域规范对称性：      tretr Ttri ,, ,  
  


。其中，T 是

生成元, 他们遵循的代数 A(Oh) 和 A(Td) 分别是点群 Oh 与 Td 的群代数。群代数 A(Oh)

与 A(Td) 是 李 代 数 。        OAOAOA h ，    OAOA
2
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
,    OATA d  ， 是空间反演操作，A2 是 SU(3)的李代数，

A'2 是另外一个 SU(3)的李代数， A1 是 SU(2)的李代数， A0 是 U(1)的李代数。 A(Oh)的
表示是 Gell-Mann's 夸克 (uds) 与他们的多重态。 A(Td) 的表示正是 18 个轻子

   ,,,,, eslll s
L

c  ,(基础表示与共轭表示) 和他们的多重态（与夸克(cbt) 的多重态相同)。

相 互 作 用 是 A(Oh) 与 A(Td) 的 定 域 规 范 场 ， 相 当 于

       3321
5

1

colorflavorspini

i
SUSUSUU 


的对称性。元胞就是 Higgs 场。 一个纯几何

的引力理论包含流形(M)，度规(gab ) 和 联络(abc)，引力作用量 RgxdS
M

  4 , 质空就

是流形M。联络由流行的切矢丛决定，由质空的平移对称性计算得到。这样，我们通过一

个特别量子时空，统一了现存的所有粒子与相互作用。

PACS No：12.10.-g，11.15.-q
Keywords：空间，质空，量子时空，群代数，规范场，相互作用，粒子，引力，统一场论。
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§1 引 言

人类经过几个世纪的科学探索，一步步深化了人类对自然世界及其客观规律的认识。以

牛顿(1642—1727)
(1)

为代表的一个时代，建立了绝对的时间和绝对的空间理论，在此基础上

创立了经典力学和经典理论的其它学科。在这个理论框架中，物质的存在与时间、空间无关，

物质间的相互作用也与时间、空间无关。以爱因斯坦(1879－1955)为代表的另一个时代，批

判性地继承了牛顿时代的科学成就，建立了相对论时空结构
(2)

，并创立了粒子的量子理论
(3)
。

有了时空理论和动力学理论，人们从两个方面研究了微观粒子: 粒子的结构和粒子间的相互

作用。

自 1897 年 J.J.汤姆逊(Thomson)
(4)
发现电子 e后，开创了粒子物理之先河。之后，E. 卢

瑟福(Rutherford)
(5)
在研究α粒子穿过物质薄箔时发现原子核、质子 p，继而 1932 年，J.恰

德魏克(chadwick)发现中子 n
(6)
，C.D.安德逊(Anderson)利用云雾室发现正电子

(7)
。人们希望

物质世界是由这几个小“砖头”垒成的。所以将这些粒子称为基本粒子。然而，1947 年后，

发现了大量的与 e、p、n 等具有基本粒子特征的粒子，到 1992 年，大约有 700 余种
(8)
。这使

得基本粒子这个词已失去意义。人们试图对这些粒子分类并寻找它们的内在联系。大的方面

比较定型的分类如表 1。

表 1 粒 子 分 类

粒 子

类 别

规 范

粒 子

轻 子 强 子

介 子 重 子

粒 子

举 例

,W,Z0 e,e , p,n,

对强子之间的内在联系,坂田(S.Sakata)首先考虑了 p、n、∧间的 SU⑶ 内部对称性
(9)
，

但遇到了严重困难。之后，盖尔曼(M.Ge11－Mann)和赖曼(Y.Neeman)引入夸克的概念
(10)

，将

所有强子看成是夸克的复合体。他们将三个夸克(uds)(味，flavour)看成是 SU⑶的基本表示，

而介子和重子则是 SU⑶的多维不可约表示。由于这些多维不可约表示可以由三维基本表示直

乘分解得到，则可以将介子和重子看成夸克的复合体。之后，格林伯格(D.W.Greenberg)为解

决重子结构的统计困难引入了夸克色(color)自由度
(11)
。

人们在解决物质世界的结构时提出过许多种类的相互作用。比较基本的相互作用有: ①

早在十七世纪由牛顿总结出来并经过本世纪爱因斯坦几何化了的引力相互作用；②由十九世

纪安培(A.M.Ampere)、法拉弟(M.Faraday)、麦克斯韦(J.C.Maxwell)等人揭示了发现已久的

电现象和磁现象的本质并统一而成的电磁相互作用；③广泛存在于轻子与轻子，轻子与强子，

强子与强子之间的弱相互作用；④强子间的另一种相互作用—强相互作用。这四种相互作用

的强度比是:引力:弱:电:强≈10
-39
:10

-12
:10

-2
:1。 在相互作用的认识过程中，人们试图去回答

如何描述相互作用和这四种相互作用是否是统一的。

最先，人们用“力”来描述相互作用，如万有引力、库仑力。后来发展到场，如引力场,

电磁场。这样的描述方式都没有将相互作用与物理系统的对称性联系起来。爱因斯坦首先将

引力场与时空的广义坐标变换不变性联系起来，创立了广义相对论。这是讫今最好的引力理

论( 尽管量子化碰到了负几率等难以逾越的困难
(12)
)。之后，魏尔(H.Weyl)和伦敦(F.E.London)

将电磁相互作用与局域相变换下的不变性联系起来
(13)

。具有关键性意义的是 1954 年，杨振宁

和米尔斯(F.Mills)将局域规范不变性的思想引入强相互作用并取得成功
(14)
。这几乎证实了规

范场理论是描述物理的相互作用的最有效工具这一思想。后来发展的 GWS 弱电统一理论
(15)

，

QCD 理论等，都进一步证实了这一思想。
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由于规范场天生就与物理系统的对称性相联系，这就使我们可以将系统的对称性做为研

究的主要对象，使相互作用与粒子的结构联系起来，并且有可能通过寻找物理系更高的对称

性来将几种相互作用统一起来。成功的有格拉肖(S.L.Glashow)、温伯格(S.Weinberg)和萨拉

姆(A.Salam)的弱相互作用和电磁相互作用的统一理论
(15)

。乔治(H.Georgi)和格拉肖等人对

强、弱、电统一相互作用做过有益的偿试
(6)

。值得指出的是所有这些对称性,除了引力相互

作用起源于时空对称性之外，其它均是系统的内部对称。至于这个“内部”的确切涵义，谁

也不能确切表述。但有一点是共同的，即是不同于时空的，或叫做时空之外的。

综上所述，粒子物理包括了三个方面的内容:时空结构、粒子构造和相互作用。 在牛顿

时代，时空是连续的、绝对的，粒子不依赖时空结构和相互作用存在，相互作用也不依赖时

空结构和粒子结构而存在。在爱因斯坦时代，时空是连续的、相对的，粒子不依赖时空结构

而存在，但却依赖内部空间的对称性，相互作用不依赖于时空结构却依赖内部对称性，见表

2。

表 2 时空观、粒子、相互作用的关系

时 代 时 空 观 粒 子 相 互 作 用

牛 顿 连续的，时间、

空间绝对

不依赖时空和相互作用 不依赖时空和粒子结构

爱因斯坦 连续的，时间、

空间相对

不依赖时空，依赖相互

作用

不依赖时空，依赖内部空

间，决定粒子结构

从表 2可以看出，现在粒子与相互作用已经结合起来(尽管这种结合还不完善，但其趋势

已被人们认识)而成所谓内部空间的对称性。而内部空间是独立于时空之外的， 这表明粒子

和相互作用是独立于时空结构之外的。但是，粒子是存在于时空的，这就出现了下述几个问

题：⑴粒子的颗粒性是怎样与时空的连续性统一的？真空在时空中是如何体现的？⑵广义相

对论告诉我们，时空是几何化的，但物质不是几何化的，那么，在一个几何中怎样存在一个

非几何的东西(物质)呢？⑶ 内部空间以一个什么方式与时空联系起来？

以上问题的回答，尽管有许多偿试，但在现有理论中是没办法调和的。而就物质世界的

统一而言，最自然、最一般的想法是时空、粒子和相互作用是相互联系的，即相互作用(包括

粒子结构)来自时空的对称性,粒子的颗粒性来源于时空的颗粒性—非连续性(即时空量子

化)。这个想法在牛顿和爱因斯坦时空中是难以实现的， 它要求我们跳出爱因斯坦或牛顿时

空而进入另一时空。在这个时空中，相互作用(当然包括粒子结构)完全由时空的对称性确定，

唯一的工作是建立时空结构，余下就只推理、演绎了。

非常幸运，我终于找到了这样的时空:空间是分立的三维元胞的面心立方密排体， 时间

是过程的量度，两者通过空间平移不变性联系而成为真空。粒子是空间元胞结构的缺陷（类

似于固体物理的情形）。电磁、弱、强相互作用来源于有缺陷时空(质空)的点群对称性，而

引力相互作用来源于有缺陷时空的平移对称性。这些就是本文要做的工作，所得结果与现有

实验结果相符。

本文所使用的数学工具是群论（包括有限群和连续群）、群代数、李代数、微分几何、规

范场理论。这些在一般的书中均有完善的叙述，故不做数学准备。

本文在建立空间结构之后，给出了物质、真空、质空的概念，然后依次研究了这些结构。

§３研究了空间的对称性，并得到空间对称性与相互作用的关系。§４研究了时间的概念和

运动的描述，得到时空的对称性。§５具体进行粒子的构造，构造出现有粒子。§６具体研

究空间对称性并得到电、弱、强相互作用。§７专门研究引力相互作用。§８对本文做一总

结。在附录Ａ中给出了几个代数结论。



6

§２ 空间结构与物质

空间有两类。一类是由球状元胞按最紧密最高对称性的面心立方密排堆积而成的无边无

沿的结构，它没有缺陷，这就是真空。由于元胞是三维的，故真空也是三维的。元胞的大小

即直径 l0有待确定。李政道曾给过一个上限 l0＜10
-16
cm

(17)
，本文§6 中得到 l0～10

-18
m。元胞

还有其它性质，但这要与实验比较才能确定。例如，要使粒子间的相互作用具有现在实验中

所表现的行为，元胞必须变形，这在以后的几节中有详细论述。另一类是有缺陷的面心立方

密堆，称之为质空。质空有四种，见图 2－1。

⑴ 只有空穴。即面心立方结构中某元胞缺少。它对应着正粒子态。

⑵ 只有在面心立方密排的空隙中有多余的填隙元胞，它对应着反粒子态。

⑶ 既有空穴又有空隙填隙元胞。它对应着正反粒子同时存在的状态。

⑷ 既没有空穴也没有空隙填隙元胞，而只有元胞的排列发生形变的情况。它对应着规

范场的情况。

⑴ 只有空穴

⑵ 只有空隙填隙元胞
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⑶ 既有空穴，又有空隙填隙元胞

⑷只有元胞结构形变

图２－１ 质空四种

值得指出的是，我们能改变和观察得到的是元胞与元胞之间的空间，而元胞之内是什么

我们并不知道，也不需要知道。因为自然界中所有可观察的现象均发生在元胞与元胞之间的

空间，即元胞之外。

在这个空间观中，真空不空是很好理解的。当真空中某元胞被打离其所在位置而进入元

胞之间的空隙，在元胞格子中就成为第三种质空，对应着正反粒子对。

就这么一个直观的空间结构，但它却决定着所有粒子和相互作用性质。
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§3 空间的对称性

在这一节中，我们将先分析空间结构，然后找这个空间结构的对称性。

§3－1 空间结构

将许多元胞紧密地排成一直线，这一串元胞称之为密积排，如图 3－1。将许多密积

图 3－1 密积排

排按最紧密的方式嵌合成一个平面。这个平面叫做密积层，如图 3－2。这里所说的面是

图 3－2 密积层

元胞中心所连的面。这里所说的最紧密方式嵌合意指第一密积排与相邻密积排之间平移

l0/2(l0为元胞直径)再嵌合在一起。密积层有如下性质。⑴两个密积排之间的距离 02
3 lD 

＜l0；⑵密积层中任意相邻的三个元胞的中心连线均构成一个等边三角形，且边长均为 l0；

⑶层中每个元胞都与 6个元胞相接触，并且该密积层可按平面六方格子分割，每个六方格子

中包含一个元胞和 2个空隙(元胞之间没被填满的部分)。因此，每一密积层中元胞数与空隙

数之比为 1:2。

等边三角

形，边长

平面六

方格子
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如图 3－3，将密积层 B 放在密积层 A 上，那么最紧密的放法只有一种， 即让 B 层元胞

坐落在 A 层元胞的空隙上，就得到密积双层，用符号 AB 表示。因为密积双层中每层的元胞数

相等，而每层的空隙数比元胞多一倍，则 B 层元胞只能放在 A 层一半的空隙上，另一半则未

被遮住。这种被遮住的空隙，将其四个元胞的中心连接起来，刚好构成一个正四面体。这种

空隙叫做四面体空隙,用 T 表示。B层的每一个元胞均形成一个四面体空隙。同理，

A B

AB

图 3－3 密积双层的构成

四面体空隙

T

八面体空隙

O
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A层的每一个元胞形成一个四面体空隙。故密积双层AB中四面体空隙数是每层元胞数的2倍。

在密堆双层 AB 中的另一半空隙，其周围的六个元胞中心连线正好构成一个正八面体，将这种

空隙称为八面体空隙，记为 O，其个数等于每层元胞数。

将另一密积层 C叠放在密积双层之上，最紧密的放法有两种。一种是将 C 层元胞放在 AB

层的四面体空隙之上，这样 C 层的地位与 A 层相同。以后的堆法如此类推。它构成简单六方

密堆，记为 A3，如图 3－4。但是，这种密堆积有一很特别的方向 C， 这与现有实验中空间

各向同性不符。故空间结构不可能是 A3。另一种是将 C 层元胞放在 AB 双层的八

C

A

B

A

图 3－4 简单六方密堆积 A３

面体空隙之上。这样 ABC 三层的地位不等价，而再堆积下去只是 ABC 三层的重复。这样的密

堆积构成面心立方密堆积,记为 A1,如图 3－5。
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A

C

B

A

图 3-5 面心立方密堆积 A3

§3－2 空间的对称性

空间的对称性由对称性群表示，分真空的对称性和质空的对称性。

1、真空的对称性

由§2 的定义，完美无缺的 A1就是真空。由晶格理论可知，A1的空间群是简单空间群，

其任何一对称操作（即空间群元素)都可表示为平移变换和点群元素的乘积。

① A1的平移变换构成全面心平移群 F:

T＝Tl{E,Γ0½½,Γ½0½,Γ½½0}， (3－1)

其中 Tl是元胞平移整数格矢(a1,a2,a3)的变换，即

x → x'＝Tlx＝x+l (3－2)

l＝n1a1+ n2a2+ n3a3，n1，n2，n3为整数，E 是单位元，即恒等变换；Γf1f2f3表示元胞平

移分数格矢的变换，即

x→x'＝Γf1f2f3 x＝x+ f1a1+ f2a2+ f3a3 ， (0＜f1,f2,f3＜1)

②A1的点群有两类。一类是以元胞的中心为中心点的点群，另一类是以空隙的中心为中

心点的点群。

由于元胞只有一种，故以元胞的中心为中心点的点群是 Oh。

由于 A1有两种空隙:四面体空隙 T 和八面体空隙 O。所以，以四面体空隙 T 的中心为中

心点的点群是四面体的完全对称性群 Td；以八面体空隙 O 的中心为中心点的点群是八面体的

完全对称性群 Oh。

2、质空的对称性

由§2定义，有缺陷的 A1就是质空。而质空有多种，下面分不同情况给予研究。

①只有一个空穴的质空

如图 2－1⑴所示，以空穴的中心为中心，周围元胞的地位以与空穴的距离的不同而发生

了改变。因此，整个质空结构不再具有真空中的平移对称性和点群对称性。但对空穴而言，

由于质空无边无际和各向同性，空穴仍具有真空元胞所具有的平移不变性 F和点群对称性 Oh。

这就是孤立粒子的动量守恒和角动量守恒(19)。而其它元胞不再具有这种对称性。

②有两个和两个以上空穴的质空

如图 3－6 所示，很显然，单个空穴不再具有真空的平移不变性和点群对称性。这意味着

单个空穴不再具有动量守恒和角动量守恒，即一定存在相互作用，与现有理论和实验结果相

一致。而两个空穴作为一体却具有平移不变性，并且在空间指定了一个特定方向 n——两空

穴中心连线方向。这意味着空穴系统总动量守恒，在 n方向上的角动量守恒，这正是现有理

论和实验证实了的。
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n

图 3－6 有两个空穴的质空

两个以上空穴的质空结论类似，只是特殊方向 n的不同。如三个空穴的情况，其 n是三

个空穴中心所在平面的法线方向。

③只有空隙中有元胞的质空

如图 2－1⑵所示，其结论等同于只有一空穴的质空。只是以空隙填隙元胞为中心的点群

对称性要依据空隙是四面体还是八面体而定。四面体空隙，点群是 Td，八面体空隙，点群是

Oh。有多个空隙的情形，类似于多个空穴的情形。

④空穴和空隙填隙元胞同时存在的质空

如图 2－1⑶所示,它破坏了真空的平移不变性和以空穴中心或空隙填隙元胞中心为中心

的点群对称性，在这一点上，其结论等同于两个空穴或两个空隙填隙元胞的情况。但是, 这

里有一点是特有的。在只有一个空穴的质空中，八面体空隙在空穴周围是对称分布的，并且

具有以空穴中心点为中心的空间反演对称性，因此八面体空隙具有 Oh对称性，而四面体空隙

在空穴周围虽是对称分布，但并不具有空间反演对称性。因此，四面体空隙阵具有 Td对称性。

这说明，元胞被打离元胞格子而进入空隙，如果元胞是进入八面体空隙，则空穴具有（近似

的，即不考虑元胞形变) Oh对称性； 如果元胞是进入四面体空隙,则空穴具有 Td对称性。也

就是说,在空穴和空隙填隙元胞对的质空，空穴和空隙填隙元胞的点群对称性是相同的。这一

点非常重要。如果考虑空穴对应着正粒子，空隙填隙元胞对应着反粒子，这一点保证了正反

粒子成对出现。

⑤只有元胞格阵变形的质空

如图 2－1⑷所示，真空格阵的所有对称性均被破坏。

§3－3 相互作用与粒子

在质空中，例如有一个空穴。那么，由于这个空穴的存在，使得其它元胞和空隙的对称

性相对真空发生改变，整过空间的平移不变性发生改变。这样，如果另一个空穴或空隙填隙

元胞进入这个质空，它就会感受到一个不同于它在真空中所感受到的环境。我将在下面证明，

这些不同感受就是所谓相互作用(即我们现在实验中发现的那种相互作用)。

设一空穴或空隙填隙元胞(即正粒子或反粒子)态为ψ{ri}，其中 ri是以空穴或空隙填隙

元胞的中心为中心的空间各元胞或空隙中心的坐标，i＝1，2，…。对于空穴态，在点群 Oh

或 Td作用之后，空穴态为

ψ'{ ri }＝ψ{T
-1ri } (3－3)
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其中 T∈Oh或 Td。对于空隙填隙元胞有(3－3)式同样结果。

对(3－3)式，由于元胞点阵中各元胞具有不可分辩性，在 T(∈Td或 Oh)作用下没有物理

效应，即

{ ri }＝{ Tα

-1ri }(物理上) (3－4)

因些，在真空中，点群作用后态没有任何变化，即

ψ'{ ri }＝ψ{ ri } (3－5)

这样，由规范理论可知，相当于ψ{ ri }没有受到相互作用。

如果态ψ{ ri }处在质空中，那么，以态为中心就不再具有点群 Oh或 Td对称性，即

{ ri'}＝{ T
-1 ri }≠{ ri }，(Tα∈Oh或 Td) (3－6)

如果要求{ ri'}＝{ ri }，那么对称操作就不能是 Tα(∈Oh或 Td)。要使其相同，其操作是，对

每个 ri，在 Tα作用后再做些调整。譬如，ri在 Tα作用后角度转得大了些，为了使{ ri'}＝{ ri }，

那么就要求再将 Tα

-1ri转回一角度。这相当于

R(1, 2
, 3) Tα

-1 ri (3－7)

其中 R(1, 2
, 3)∈SO(3，R)；i

(i＝1，2，3)是 SO(3，R)群的三个参数。 在直角坐标(x，

y，z)之中，它们分别是绕三个轴(x，y，z)转动1
, 2, 3角度，而

R(1
, 2, 3)＝Rz(

3
)Ry(

2
)Rx(

1
)。

的下标(标志这个角度是与相应的群 T作用有关的。又譬如，ri在 T作用后， 变得与原来

位置的距离大了点，这可以通过让(3－7)式中i
取复数: i

＝i
＋i

i
(i

, 
i
∈R)来实

现。另外，很明显，i
是依赖于 ri的，即i

＝i(ri)。
注意两点:①所谓距离，就是 ri的模｜ri｜。②在上面的讨论中， 我们没有考虑元胞的

形变。如果考虑元胞的形变，则要求我们至少引入一标量场 l(ri)。这在§6 构造相互作用时

非常有用，相当于 Higgs 场
(３５)

。

至此，我们分析质空中元胞点阵的所有可能变化，找到了态ψ{ ri }在质空中的不变操

作

S＝R(1, 2
, 3

)T
-1

(3－8)

其中 T∈Oh或 Td；R(1, 2
, 3)∈SO(3，C)，i＝i(ri)∈C，i＝1，2，3。

下面我先证明由(3－8)式 S组成的集合

S＝{ S(1
, 2, 3)}

是一局部李群。

⑴ S是群

证:设 S，S∈S，则

SS＝R(1, 2, 3)T-1
R(1, 2, 3)T-1

因为: T
-1
R(1

, 2, 3)T∈SO(3，C)

T
-1
T

-1
∈Oh(或 Td)

则 SS∈S，满足乘法封闭性。显然 S是群。

⑵SO(3，C)是 S 的正规子群

证:因为任意 T∈Oh或 Td，有

(T
-1
)
-1
R(1, 2

, 3)T-1∈SO(3，C)

则(T
-1
)
-1
SO(3，C) T

-1
＝SO(3，C)

故 SO(3，C)是 S 的正规子群。

⑶S 是 SO(3，C)与 Oh (或 Td)的直积

证:因为 S＝SO(3，C)T，(T 为 Oh或 Td)

SO(3，C)∩T＝R(0，0，0)E

则 S 是 SO(3，C)与 T 的直积。因此 T 也是 S的正规子群。
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⑷ S与 SO(3，C)局部同构，因为 T 是离散子群
(２０)

。

⑸ 因为 SO(3，C)是局部李群，故 S 也是局部李群。

至于 S的整体性质，由连续群定理
(20)

可知它是紧致的完全不连通李群。

由李群理论，S的生成元

(3-9)

=(I
i
)n T (3-9')

其中ｉ＝1，2，3，n是第 n 个元胞，

是 SO(3，C) 群的生成元。这里，因为映射 f: T
-1→T 是一一对应的同构映射，故可以将(3

－9)式中的 T
-1换成(3－9')式中的 T。

故，态ψ{rn}在 S 群作用下变成ψ'{ rn }，

ψ'{rn｝＝exp[-ii(Ii)nT]ψ{rn} (3－10)

将｛rn｝记为(r)，则(3－10)式成为

ψ'(r)＝exp[-i(r)T]ψ(r) (3－11)

其中(r)＝i(Ii)n，T∈T。这里(r)是一个算符，当它作用到ψ(r)之后，就变成了本征

值(r)。因此

ψ'(r)＝exp[-i(r)T]ψ(r) (3－12)

考虑到质空是变化的，我们可以引入一描述这种变化的参数 t，则对任一确定的(r，t)，

有

ψ'(r，t)＝exp[-i(r，t)T]ψ(r，t) (3－13)

在下一节中这个参数 t 就是时间。

(3－13)式表明物理系统在这个变换下不变。熟悉规范理论的读者马上就知道，(3－13)

式代表以 T为生成元的定域规范变换。

对于(3－13)式所描述的规范理论，下面唯一的问题是确定 T满足的代数关系，由附录 A

表 A－2 可知，任意 T、T∈T，有

[T, T]＝CT，T(∈T (3－14)

其中[T,T]＝TT-TT。C是完全由群 Oh (或 Td)决定的常数，这表明 Oh (或 Td)的群代数

是李代数。余下的问题是: Oh和 Td到底是什么样的李代数。

非常幸运，O 群代数可以分解成如下几个半单李代数之直和:

A(O)＝5A0A1A2A2'。 (3－15)

同理，A(Td)＝5A0
d0A1

dA2
dA2

d'≌A(O) (3－16)

A(Oh)＝A(O+) A(O-) (3－17)

这表明 Td群代数与 O群代数同构，可以分解成 5个 A0李代数(对应 U⑴群)，一个 A1李代数(对

应 SU⑵群)和两个不同的 A2李代数(对应两个不同的 SU⑶群)的直和，而 Oh群代数可以分解

成两支，A(O+)和 A(O-)，每支都是与 Td群代数同构但不相同的群代数。详细讨论见附录 A。

用 Y－M局域规范场论的观点，这相当于说:对于 Oh规范场，等价于 SU(3')SU(3) SU(2)
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5U(1)群加空反演的“内部空间”对称性。对 Td规范场，等价于 SU(3')SU(3)SU(2)5U(1)

群的“内部”对称性,但没有空间反演对称性。如果将 SU(3)对应于弱电相互作用，SU(3')对
应于强相互作用，SU(2)对应于自旋相互作用，那么我们就在一个统一的框架(Oh规范场或 Td

规范场)来描述这些相互作用，也就是说，我统一了强、弱、电相互作用(详见§6)。而粒子

则是 Oh或 Td群代数的表示。如果将 SU(2)对应自旋，SU(3)对应味，SU(3')对应色，就可以一

揽子构造所有粒子！(详见§5)。经后三节的详细研究，事实正如所料。这样，我将相互作用

(包括引力相互作用)和粒子的结构与时空结构最紧密联系起来了！

以下的问题是从(3－13)出发，首先构造群代数的表示，然后由(3－13)式给出相互作用

的具体形式并与实验比较。在进行这些工作之前，先建立时间概念。

§4 时间及时空的对称性

描述物理过程的持续性的量叫时间。比较两个物理过程的持续性，即比较这两个物理过

程的时间，就必须先选定一个比较的标准过程，将要求比较的两个过程的持续性分别与这个

标准过程的持续性进行比较，从而达到比较两个物理过程持续性的目的。

§4－1 运动过程、参照系

真空格子是未变形的元胞所构成的面心立方格阵 A1。因此，元胞之间是等价的。如果一

空穴或是一空隙填隙元胞进入这个真空(这里的“进入”可以理解为:有一个空穴或一空隙填

隙元胞的质空等价于这个空穴或空隙填隙元胞进入真空之后的结果)，以这个空穴或空隙填隙

元胞的中心为中心的空间平移不变性和点群对称性依然存在。这预示着一类运动的存在:保持

以这个中心为中心的平移不变性和点群不变性(即 Oh或 Td)，我把这类运动叫做匀速运动(或

静止)。这个空穴或空隙填隙元胞(对应某个粒子)所处的状态叫做匀速运动状态(或静止状

态)。因此，在真空中，处于匀速运动状态的空穴或空隙填隙元胞自己不会感受到任何变化，

它自己并不能够用某种自己的不同状态来描述自己的过程(即不同状态的变化序列)。从而，

单个空穴或空隙填隙元胞自身无法描述自身的过程。

如果空穴或空隙填隙元胞进入到质空，以空穴或空隙填隙元胞中心为中心的平移不变性

和点群不变性不再成立，即当平移或以点群转动之后空穴或空隙填隙元胞就会感受到一个不

同的环境。因此，空穴或空隙填隙元胞就可以通过判定周围环境的变化来判定自己是否在质

空中运动(即运动有了定义)。这样看来，质空为空穴或空隙填隙元胞描述自身运动提供了一

个参照系。注意到，我们这里并没有对质空提出特别的要求，也就是任何质空都可以做为参

照系，即参照系就是质空。在这个参照系中，可以引入一套坐标，空穴或空隙填隙元胞在其

中就有了位置、方位等概念。通过测定位置、方位的变化就可以判定是否运动。

现在来看两个空穴或空隙填隙元胞 A、B进入质空 S 后的情况。这时，空穴或空隙填隙元

胞 A 感受到的质空是 B进入质空 S 之后形成的质空记为 SB＝S+B。同理，B 所感受到的质空是

SA＝S+A，很明显，这两个质空 SA与 SB原则上是不同的，即描述 A与 B 的参照系是不同的。 如

果 A 和 B 对质空的影响不太大，那么 SA≈SB≈S，即我们可以用一个统一的参照系 S 来描述 A

与 B 的运动。

由于空穴或空隙填隙元胞进入质空之后(即在某一参照系中)就不再具有真空中的平移不

变性和点群不变性，所以，空穴或空隙填隙元胞的运动原则上就不会再是匀速运动(或静止)

状态。如果空穴或空隙填隙元胞进入质空后仍具有空间平移不变性和点群不变性，那么空穴
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或空隙填隙元胞的运动就是匀速运动(或静止)状态，这时质空相当于在真空中确定了一套坐

标。我们称这种质空叫做惯性系。很明显，以上做法只是一种近似。所以，严格的惯性系是

不存在的。

§4－2 时间的定义

有了参照系，就可以描述空穴或空隙填隙元胞的过程。因此就有了空穴或空隙填隙元胞

运动状态的序列——过程。这给我们提出:如何去描述进而比较这两个过程。在参照系 S 中，

运动序列——过程可以用轨迹来描述，而轨迹就是在 S 系中空穴或空隙填隙元胞所经过的元

胞位置的集合。

S S S

QA rAn QA rAn

rA1 rA1 rA1 QA rAn

rBm rB1 rBm rB1 QB rBm

rB1

QB QB

(a) (b) (c)

图 4－1 两轨迹的关系

例如，空穴或空隙填隙元胞 A 的轨迹记为 QA＝{rAi，i＝1，2，…，n}，同理, 空穴或空隙填

隙元胞 B 的轨迹记为 QB＝{ rBi，i＝1， 2，...，m}，QA与 QB的关系可以有三种，如图 4－1。

(a) QA∩QB＝Ø；(b) QA∩QB≠Ø，但 QA≠QB，即相交；(C) QA∩QB＝QA当 m≥n,

QA∩QB＝QB当 n≥m

在这里我们能看到的只有两点:⑴轨迹是否相同；⑵是否会面( 即碰在一起)的情况。如情况(a)

从未碰到一起，情况(b)有可能会面，但不能肯定。我们将会面叫做同时。

对任一轨迹 Q＝{ri，i＝1，2，…n}，我们总可以做一个一一对应的连续映射 t，使 t:Q

→T∈R。其中 T 一定是 R 上的一闭集。这样 t(ri)＝ti∈TR， 即相当于给轨迹 Q 中任一空间

点 ri一个参数 ti，这时 ri可以记为 ri (ti)。由于对映射 t的要求是一一对应连续映射，故此

这种映射是很多的。对于不同的轨迹 QA与 QB，它们分别都可以引入二映射 tA与 tB满足上述条

件。这样，轨迹 QA上每点可记为 rAi(tA

i)， 轨迹 QB上每点可记为 rBi(tB

i)，其中 tA

i，tB

i∈R，

既然 tA

i，tB

i 均是 R 上的数，我们就可以比较它们的大小。然而，由于映射 tA与 tB有不确定

性，故此在未选定映射 tA与 tB之前，不可能进行这种比较。因此，如果想比较 tA 和 tB的大

小，就势必先确定 tA

i与 tB

i。如果希望对任意两过程都能进行上述比较，最简便的方法是确

定一种具有唯一性的选择映射 t的方法。这样唯一选定的 t 就称之为时间。ri(ti)称为事件。

如果两个事件 rAi(ti)与 rBi(ti)的时间相等,即 tA

i＝tB

i，则称为同时。注意这里的同时是依赖

于映射 t 的选择的， 而前面定义会面为同时则是不依赖于映射 t 的选择。同样，我们可以定

义平均速度 V和瞬时速度 V为

iji

iji

i

i
ii
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t
rtrV





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ii

ii
ii
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rrtrV




 



1

1

))((


(4－4)

众所周知，对于晶格结构物质，都存在晶格元胞振动而产生的晶格波(对原子晶体是光波

和声波)，而且这个晶格的波速是完全决定于晶格结构的
(21)
。真空和质空是元胞的空间点阵结

构，最自然的想法是它能产生和传播晶格波，而且这晶格波的波速只决定于真空或质空结构。

这里波速所用的定义是(4－4)式。

考虑到质空是参照系。在一般参照系中，由于真空中的平移不变性和点群对称性(Oh或

Td)不再成立，即质空结构不均匀，为此决定于质空结构的波速也不会均匀。但是，当质空是

惯性系时(见前面定义)，真空中的对称性依然成立。因此，在惯性系中，元胞晶格波速各向

同性且处处为恒值(当选定一种时间定义)。因此，晶格波通过一个元胞的过程为我们提供了

一个在选定惯性系中处处一致的标准过程。其它过程的时间定义可以通过与这标准过程确定

的比较方法得到确定。

对晶格波，它在惯性系中一定是沿空间直线传播。其轨迹 Qp＝{ rpi ,i＝0，1，2， …，

n}，其中 rp

i
是晶格波依次经过的元胞中心的坐标，满足方程

rj－ri∝rk－ri，对任意 k＞i，j＞i (4－5)

我们选定一种自然的映射 t，满足

tp

i
≡t

i
(rp)＝t0

i
， (4－6)

其中 t0为一个只取决于惯性系的数。由速度定义(4－3)、(4－4)式，

e
t
l

tt
rrVV ii

ii

ˆ
0

0
1

1





 

 
(4－7)

其中ê为晶格波传播方向的单位矢量。l0为这个惯性系中元胞的直径。令

c
t
l


0

0 (4－8)

即 c 为晶格波速。从(4－8)式可知，常数 t0为这个惯性系中晶格波通过一个元胞所需时间。

在惯性系 S中，我们将晶格波的传播选为标准过程，而将 to选为时间单位。下面来选择

一种其它过程与其比较的方法。设任意空穴或空隙填隙元胞 A 过程的轨迹 QA＝{rAi，i＝1，

2，…，n}，在 QA中，任意两相邻的位置 rAi+1与 rAi可以决定一个方向ê， 即 rAi+1- rAi =l0ê，

设有一格波在 rAi位置与 A 会面沿ê方向传播,并总可以找到ê方向上一位置 M，与 rAi相差 m 个

格子，在 M处晶格波被反射回来并在 rAi+1处再次与 A会面。选过程 QA的映射 tA为

△tA

i
＝tA

i+1
－tA

i
＝(2m－1)to， (4－9)

tA

i
为时间，即 A 通过这个元胞的时间等于晶格波与 A两次会面的时间。从(4－9)式定义可以

看出，对于不同的空穴或空隙填隙元胞过程，m可以不同，意味着(4－4)式定义的速度

e
tm

lV ˆ
)12( 0

0





(4－10)

的不同。这样我们通过(4－9)式给 QA上每一位置一个时间。

从以上考虑可知，对一般参照系(质空)，是不可能找到这样适合于整过空间的时间定义，

那时，时间最多只在局部空间定义。

物理中元胞格波是否存在呢?现在实验表明，光波可以被视为一种元胞格波。
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§4－3 格波波速不变与狭义相对论

在惯性系中，由于平移不变性，做惯性运动就要求这个运动轨迹 Q＝{ri，i＝1，2，…，

n}保持平移不变。这就等同于要求 Q 中任意两个相邻的元胞位置同序之差相等，即

ri+j－ri∝rj+1－rj，对任意 ri+j, ri, rj+1, rj (4-11)

根据（4-9）时间的定义和（4-4）式速度的定义，惯性运动满足（4-11）式是匀速直线运动

或静止（对于静止，Q＝{riri =rj,对任意 i,j）

这就是说：

（1）在惯性系中，空隙或空隙填隙元胞 A 有两种等价的运动状态：匀速运动和静止。这

表明使 A 匀速运动的惯性系 S和使 A 静止的惯性系 S'是等价的，即不同惯性系平权。

⑵ 由于每个惯性系的空间结构与真空相同，在每个惯性系中决定于空间结构的格波波

速应与真空格波波速相同。因此，不同惯性系中元胞晶格波速相等且为 c。

以上第一条结论就是相对性原理，第二条是光速不变原理。因此，在我们定义的时空中，

爱因斯坦狭义相对论依然成立。这表明我们的时空概念是合理的。

值得说明的是:⑴历史上曾经有过以太的概念，说光波是以太介质的波动。在那里，物质

与以太是两种不同的物质，所以取决于以太结构的光波波速是以太介质静止系的波速，它一

定随不同惯性系相对运动的观者所看到以太的不同运动速度而改变。因此光速不变就否定了

以太的存在
(22)

。而我们这里格波波速只决定于惯性系空间结构，因为惯性系与真空结构相同，

则不同惯性系格波波速相同。⑵对两个不同的惯性 S 与 S'，均可分别定义元胞直径 l0与 l0 '，
格波通过一个元胞的时间 t0与 t0 '.因为格波波速不变有

c
t
l

t
l

 '
0

'
0

0

0 (4－12)

这表明，允许长度单位 l0和时间单位 t0在不同惯性系中有不同值。 但这两个惯性系中的数

值直接比较是没意义的，只有回到同一个坐标系中才有意义。

§5 粒子构造

由于时空的对称性，使得粒子具有(3－13)式形式的规范对称性。因此粒子应是生成元

T的表示。单个空穴的点群对称性是 Oh或 Td，它对应正粒子；四面体空隙填隙元胞的对称性

为 Td，八面体空穴的对称性为 Oh，它们分别对应两类反粒子。 结合§3节的结果，即正反粒

子满足的对称性相同。结果是: Oh群代数的表示是我们熟知的 Gell－Mann(uds)夸克及其所

构成的粒子，而 Td群代数的表示是我们所知的全部 18 个轻子和由所谓“cbt”夸克组成的强

子，所以，我们只要分别考虑 Oh和 Td群代数的表示，统一给出正反粒子；而全部规范粒子都

可在下节讨论(3－13)式相互作用时一并得到。

§5－1 Oh群代数的表示

Ⅰ、O群代数的表示

由附录 A知，O 群包括 24 个 T，O 群代数可以分解成 5 个 A0李代数，一个 A1李代数和

二个 A2李代数之直和，即
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A(O)＝5A0A1A2A2' (5－1)

生成元 T与标准基的关系如下:

⑴ 5个 A0生成元为 Xi，i＝1，2，4，4，5，均为同一类群元的和:

X1＝T0＝E，

X2＝T1+T2+T3

X3＝T4+T5+T6+T7+ T8+T9+T10+T11

X4＝T12+T13+T14+T15+T16+T17 (5—2)

X5＝T18+T19+T20+T21+T22+T23

⑵ A1生成元 A，E为

 111098765424
3 TTTTTTTTiA 

      

    2219151421181613

221915142118161323201712

4
3

2
4
3

TTTTTTTTi

TTTTTTTTTTTTE





（5-3）

⑶ A2生成元为 H1，H2，E，E，E(+),

    



  2219151423201712211 2

1
38

1 TTTTTTTTTTH ,

      
















221915142320171221181613

312

2 2
2
1

2

32
1

TTTTTTTTTTTT

TTT
H

,

    23201712765468
1 TTTTTTTTE 

,

    2320171211109868
1 TTTTTTTTE 

, (5—4)

    22191514765468
1 TTTTTTTTE 

,

    2219151411109868
1 TTTTTTTTE 

,

    211816137654)( 68
1 TTTTTTTTE  

    21181613111098)( 68
1 TTTTTTTTE  

。

⑷A2'的生成元为 H1'，H2'，E'，E'，E(+)',

    



  2219151423201712211 2

1
38

1' TTTTTTTTTTH

      
















221915142320171221181613

312

2 2
2
1

2

32
1'

TTTTTTTTTTTT

TTT
H

,

    23201712765468
1' TTTTTTTTE 

, (5—5)
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    2320171211109868
1' TTTTTTTTE 

,

    22191514765468
1' TTTTTTTTE 

,

    2219151411109868
1' TTTTTTTTE 

,

    211816137654)( 68
1' TTTTTTTTE  

,

    21181613111098)( 68
1' TTTTTTTTE  

。

一个粒子应同时是这 24 个生成元的表示，也即同时是 Xi，A1，A2，A2'的表示， 我们下

面分别讨论。

⑴ A1的表示。A1是 SU⑵李群的代数，其秩为 1，有一个量子数 S，我们将它称为自旋，

则不可约表示如表 5－1，这表明粒子应该是自旋为半整数的 Dirac 粒子。

表 5－1 自旋表示

阶 表示（S） 维数

0 0 1

1 1/2，-1/2 2

……. …… ……
l 1/2,(l-1)/2,…,0,…,-(l-1)/2,-l/2 l+1

⑵ A2的表示。A2是 SU⑶李群的代数，秩为 2，有两个量子数 Y、I3， 基本表示为 3

维，记为(uds)，其量子数为表(5－2)所示:

表 5－2 (uds)夸克的量子数

Y I3

u 1/3 1/2

d 1/3 -1/2

s -2/3 0

这与 Ge11－mann 夸克理论的三味相同。其它多重表示完全等同于 Ge11－mann 夸克理论，在

此不再重复。

⑶ A2'的表示。A2'是另外一个 SU(3)李群的代数，秩为 2，有两个不同于量子数 Y、

I3的 Y
c
、I3

c
，其基本表示也为 3 维，记为(RBG)，其量子数为表(5－3)所示。

表 5－3 (RBG)的量子数

Y
c

I3

c

R 1/3 1/2

B 1/3 -1/2

G -2/3 0

这与 Ge11－mann 夸克理论的三色理论完全一致。进一步的结论与 Ge11－mann 夸克理论相同，

就不在此重复
(22)
。
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⑷ 5 个 A0的表示。除 T0＝E是单位元之外，其它四个都是一个生成元的代数，其表示

可能对应于整体量子数的态，如总自旋 S，重子数等。

从上面 4 个部分的讨论可知，O 群代数的表示——粒子带有自旋 S，味(uds)、色(RBG)

和整体量子数等，但实际的空穴态的对称性比 O群代数高，满足 Oh群代数。

Ⅱ Oh群代数的表示

从附录 A 可以看出，Oh群代数可以分解为二群代数之直和:

A(Oh)＝A(O
+
)A(O

-
)， (5－6)

其中 O
+
＝{TiP+，Ti∈O} (5－7)

O
-
＝{TiP-，Ti∈O} (5－8)

P±＝(1±σ)/2，(σ是空间反演操作) (5－9)

由于 P±

2
＝P± (5－10)

所以 P±是手征投影算子，在 Dirac 表象中其表示可以取为

P±＝(1±5)/2 (5－11)

其中5是 Dirac 矩阵5＝01234。
从(5－7)、(5－8)可知，A(O

+
)、A(O

-
)均与 A(O)同构。这样，(5－6) 式表明群代数

的表示分为两类:一类是 O
+
群代数的表示，

ψ
+
＝(1/2)(1+5)ψ≡ψL (5－12)

称为左旋态，除了因子(1+5)/2 之外，与 O 群代数的表示相同。另一类是 O
-
的表示:

ψ
-
＝(1/2)(1－5)ψ≡ψR (5－13)

称为右旋态，除了因子(1－5)/2 外，与 O 群代数的表示相同。

到此我们完全从 Oh群代数的表示出发一揽子构造出由(uds)夸克所构成的所有粒子。 因

为该理论是与现有 Gell－mann 三夸克理论一致的，所以，它与现有实验完全相符。

§5－2 Td群代数的表示

由附录 A 知，Td群代数与 O 群代数同构，也可以分解为 5 个 A0李代数，一个 A1李代数

和二个 A2李代数之直和。分解后各个李代数的标准基与 Ti∈Td之间的关系为

⑴ 5个 A0生成元为 Xi

d，i＝1，2，4，4，5，均为同一类群元的和:

X1

d＝T0＝E，

X2

d＝T1+T2+T3

X3

d＝T4+T5+T6+T7+ T8+T9+T10+T11

X4

d＝(T12+T13+T14+T15+T16+T17) (5—14)

X5

d＝(T18+T19+T20+T21+T22+T23)
⑵ A1生成元 Ad，E

d为

 111098765424
3 TTTTTTTTiAd 

      

    



2219151421181613

221915142118161323201712

4
3

2
4
3

TTTTTTTTi

TTTTTTTTTTTTE d





（5-15）

⑶ A2生成元为 H1

d，H2

d，E
d，E

d，E(+)
d,

    



  2219151423201712211 2

1
38

1 TTTTTTTTTTH d  ,
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      
















221915142320171221181613

312

2 2
2
1

2

32
1

TTTTTTTTTTTT

TTT
H d



,

    23201712765468
1 TTTTTTTTE d  

,

    2320171211109868
1 TTTTTTTTE d  

, (5—16)

    22191514765468
1 TTTTTTTTE d  

,

    2219151411109868
1 TTTTTTTTE d  

,

    211816137654)( 68
1 TTTTTTTTE d  

    21181613111098)( 68
1 TTTTTTTTE d  

。

⑷A2'的生成元为 H1

d '，H2

d '，E
d '，E

d '，E(+)
d ',

    



  2219151423201712211 2

1
38

1' TTTTTTTTTTH d 

      
















221915142320171221181613

312

2 2
2
1

2

32
1'

TTTTTTTTTTTT

TTT
H d



,

    23201712765468
1' TTTTTTTTE d  

, (5—17)

    2320171211109868
1' TTTTTTTTE d  

,

    22191514765468
1' TTTTTTTTE d  

,

    2219151411109868
1' TTTTTTTTE d  

,

    211816137654)( 68
1' TTTTTTTTE d  

,

    21181613111098)( 68
1' TTTTTTTTE d  

。

比较(5－2)～(5－5)与(5－14)～(5－17)式，虽然它们的代数结构相同，但生成元的物

理意义是不同的，所以，Td是另一套生成元，其表示是另一套不同于 Oh群代数的表示，从而

与 Oh群代数的表示(uds)类夸克粒子不同，下面我们依次构造 Td群代数的表示。

Ⅰ、Td群代数的基本表示

⑴ A1李代数的表示

比较(5－3)式与(5－15)式，可知

A
d
＝A，E

d
＝σE (5－18)

在 O 群代数中，已知(A，E)构成一个 A1李代数，它的表示可以记为|jm>，则有

A|jm>＝m|jm> (5－19)
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E|jm>＝[(jm)(j±m+1)]
1/2
|jm>， (5－20)

又知(A
d
，E

d
)也构成一个 A1李代数，它的表示也可以表示为|jm>

d
，则有

A
d
|jm>

d
＝m|jm>

d
(5－21)

E
d
|jm(d＝[(jm)(j±m+1)]

1/2
|jm>

d
， (5－22)

将(5－18)式代入(5－12)和(5－22)式得

A|jm>
d
＝m|jm>

d
， (5－23)

E(σ|jm>
d
)＝[(jm)(j±m+1)]

1/2
|jm>

d
， (5－24)

这样，比较(5－19)～(5－20)式与(5－23)～(5－24)式得，

|jm>
d
＝|jm>

d
， (5－25)

σ|jm>
d
＝|jm>

d
， (5－26)

(5－25)式是恒等式，(5－26)式则对|jm>
d
给予了限制:

(1-σ)/2|jm>d
＝0 (5－27)

由(5－12)、(5－13)式的定义，这相等于要求粒子态是左旋的。这导致 Td群代数的基本

表示具有左旋结构，也就是轻子类夸克(后面马上就证明)左、右不对称的原因。

⑵ A2李代数的表示，A2是 SU⑶李群的代数，秩为 2，有两个不同于 Y，I3的新量子数

Y
d
，I3

d
其基本态不再记为(uds)，而是记为(l、l、l

c
)L，对应量子数如表(5－4)

表(5－4) 基本(lL、lL、l
c

L)的量子数

Y
d

I3

d
Q

lL 1/3 1/2 0

lL 1/3 -1/2 -1

lc

L -2/3 0 +1

表(5－4)中除最后一列 Q 之外，其余数字与表(5－2)一致，这是 A2李代数所要求的， 这里

的 Q 满足

Q＝I3

d
-(3/2)Y

d
(5－28)

如果将 Q看成是电荷量子数，那么 lL可以与左旋中微子对应，lL与左旋轻子对应，l
c

L与右旋

反轻子对应，而与表(5－4)对应的 A2的共轭表示正好是左旋中微子的反粒子即右旋反中微

子、左旋反轻子 lL即左旋反轻子、右旋反轻子的反粒子 l
c

L即右旋轻子。

考虑到:

Y
d
＝(2/3)H1

d
，I3

d
＝H2

d
， (5－29)

则由(5－28)式确定的 Q 也是 A2李代数表示(l、l、l
c
)L的本征算子。故这样选择的 Q 与

盖尔曼—西岛关系是一样有意义的。

⑶ A2'李代数的表示。A2'也是 SU⑶李群的代数，秩为 2，其表示与 A2不同，记为

(e、μ、τ)我们也称之为三色量子数为(Y
c
)
d
、(I3

c
)
d
，它们的对应关系如表(5－5)所示。

表 5－5，色(eμτ)的量子数

(Yc)d (I3

c)d

e 1/3 1/2

μ 1/3 -1/2

τ -2/3 0

这样，结合表(5－4)和自旋态，则有 9+9 个轻子态，它与实验发现的轻子对应于表 5－6，
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刚好相等。

表 5－6，Td 群代数的基础表示与轻子对应关系

Td群代数的基础表示 (l)Le lLe (lc)Le (l)L lL (lc)L (l)L lL (lc)L
轻 子 eL eL eR L L R L L R

Td群代数的共轭表示

⑷ 5个 A0的表示，它们与 Oh相似，也可能是某些整体对称性的表示。

综上所述，我们有下列分析:

(a) Td群代数的基本不可约表示存在，并且就是实验中发现了的 18 个轻子态， 它们

的地位相当于 Gell－mann 夸克理论中的带色(这里色是 e)夸克。

(b) 在 Oh群代数中含空间反演，导致左右粒子态均存在，而 Td群代数中不含空间反演,

导致正反粒子左右不对称。这在粒子构造上极有可能就是这个差别导致了 Oh群代数的基态带

色(uds) 夸克不单独存在，而 Td的基态带色(e)夸克可以单独存在。

Ⅱ、Td群代数的多重态

因为 Td群代数与 O 群代数同构，因此 Td的不可约表示除了以上讨论的自旋、三味(l、l、

l
c
)L和三色(e)所构成的基本表示外，还有多重表示。

Ⅱ⑴ 三味的多重态

三味(l、l、l
c
)L的多重态与三味(uds)的多重态同构，用张量 Tab…c

ij…k表示如表(5－7)。

表 5－7，Td群代数的味不可约表示

不可约张量 1 Ti Ta Tai Tij Tab Tijk Tabc Tabij

阶 0,0) 1,0) 0,1) 1,1) 2,0) 0,2) 3,0) 0,3) 2,2
表 示 ① ③ ③ ⑧ ⑥ ⑥ ⑩ ⑩ (27)

我们先讨论⑧表示。与 Oh群代数类比得赝标八重态(自旋 J=0)

(5－30)

和矢量八重态

(5—31)

和两个单态

(5－32)

(5－33)

Td群代数的共轭表示 (l)Le lLe (lc)Le (l)L lL (lc)L (l)L lL (lc)L
轻 子 eR eL eR R L R R L R
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8 维表示还有自旋为 1／2的态两组，它等价于③③③的表示，

(5－34)

(5－35)

其中(5－35)式中应减去一个维表示

trMM
3
1

0 
 (5－36)

10 维表示的自旋为 3/2，只一组，对应于③③③直乘表示为 T
ijk
的完全对称部分:

(5-37)

其中 lL
i
、lL

i
、l

c

L

i
(i＝1，2，3)表示它们分属三个③维表示。更高维表示同理可做。但实验

中低维态最可能出现。这些态与实验中哪些粒子对应呢?在考虑了色 e之后再回答。

Ⅱ⑵ 色 e的单态和多重态

只有色味具全(包括自旋)方可称之为粒子。以上味多重态并没有色，还不是粒子态。由

于 Td群代数的单色态存在，每个味的多重态也可以是无色态(三色 e完全对称)和有色态。

而有色态同味多重态一样也有类似于表(5－7)那样的色多重态。因此 Td群代数的粒子谱比 Oh
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群代数的粒子谱（要求三色完全对称）丰富的多。然而，考虑到色是联系强相互作用的，色

多重态的能量会很高，现有实验一般达不到这个能区。故此，我们只考虑基色态，即 lL、lL、

l
c

L带有单色 e的情况。

II（3）与实验发现的粒子比较

（1）具有基色 e的多重态

A、 首先看（5-30）式的赝标自旋为 0的八重态，其每个态的量子数（Yd,I3,Q）为

（5-38）
我们将实验中发现的所谓 charm介子填入(5－38)式，就可以有

(5－39)

由于在下一节将看到的 Td也具有强相互作用，故可以用与夸克理论相同的方法(23)来得到

自旋为零的赝标八重态的质量公式:

(5－40)

在(5－39)式中，只有 F
2
,D

0*
三个粒子没有得到确证。考虑到 m(D

±
)＝1869.3±0.5MeV，

m(F
±
(D

±

s))＝1968±0.7MeV，可以从(5－40)式预计 m(F
±2
)≈1970MeV，m(D

0*
)≈2000MeV。从

文献⑻可知，实验中发现的 D
*
(2010)

0
有可能就混含有 D

0*
。

B、再看(5－31)式的矢量八重态，其各态的量子数(Y
d
，I3

d
，Q)，也是(5－38)式， 只是自旋

为 1。将 J/Ψ，D
*
(2010)

±
，D

*
(2010)

0
，Ds

*
(2010)

±
填入可得

(5—41)

除 F  2
(J=1)未发现外，其它粒子都存在。与夸克(uds)理论同样的考虑，m(F  2

)～

m(Ds

*
(2110)) ～2110MeV。

C、粒子ηc(2980)可以填入(5－32)；ψ(3685)可以填入(5－33)这两个单态。

D、再看二组自旋为 1/2 和 3/2 的八重态(5－34)和(5－35)。由于实验数据的限制，只有

J＝1／2 的八重态能够讨论。将Λc

+
(2285)，∑c

,0(2455)，Ξc
(2466)，Ξc

0
(2473)填入(5－34)，

则有
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(5—42)

c

++
，N c

--
没有发现，同(uds)夸克同样的考虑

(２３）
，它们的质量公式是:

(5—43)

将对应质量代入(5－43)式，可得上式成立的偏差只有 8%，这表明(5－42)的填法是合适

的。那么预计 m(N c

--
)≈m(c

+
(2285))～2300MeV，m(c

++
)≈m(c

+
(2466))≈2460MeV。

E、(lL
e
、lL

e
、l

c

L

e
)的其它多重态由于数据太少而无法比较。

⑵ 具有单色μ的多重态。

可能是由于 mμ＝207me，带单色μ的多重态不易得到。所以目前实验数据较少， 不便与

理论比较。截止到 1992 年
(8)
，发现的“b 夸克”类介子 B

±,0
(5278)，B

*
(5324)，Υ(9460)，

及它的共振激发态和重子Λb

0
(5641)。其中 B

±,0
(5278)，B

*
(5324)可填入(5－30) 式的μ色赝

标介子八重态 M
μ
:

(5—44)

其中 Fb

±2，Fb

±没有报道。如同(uds)夸克类似考虑(２３)，则它们的质量关系为

(5－45)

在误差 8%下，预计 m(Fb)≈(5300±500)Mev。

另一个Υ(9460)可填入μ色矢量介子八重态，而Λb

0
(5641)则可以填入自旋 1／2的“重

子”八重态，做法与 e 色一致。这里由于数据太少，其它多重态就不比较了。

⑶ 具有单色τ的多重态

与μ色相同，可能由于 mτ≈17mμ，实验中，具有τ色的多重态比具有μ色的多重态更

难发现。到 1992年（８）
，还没有这类粒子的报道，故不做比较。

Ⅱ⑷ 小结

通过与实验比较，所谓“cbt”夸克所构成的粒子都可以由 Td群代数理论来实现，这时

带色夸克是 18个轻子(见表 5－6)。因此，我们并不需要用“cbt”夸克。 在以上讨论中之所

用了一些与“cbt”有关的符号，只是由于历史原因，便于考证。
















































6
)2473(2)2466(

6
)2473(

2
)2455()2455(

)2466()2455(
6

)2473(
2

)2455(

)2/1(
0

00

00

c
cc

c
cc

c

cc
cc

NJM

0)(23 2
)2455(

2
)2466(

2
)2285(

2
)2473(0

   cccc
mmmm





































6
)5324(*2

6
)5324(

2
)5278()5278(

)5278(
6

)5324(
2

)5278(

)0(
*0

*0

BFF

FBBB

FBBB

JM

bb

b

b

043 2
)5278(

22
)5324(*  BFB mmm

b



28

§5－3 结论

以上我概述了相互作用理论的建立过程，下面分别具体地来实现它。到此，我们用 Oh

群代数与 Td群代数的表示，完整地构造出了现有实验证实的所有粒子，并与实验数据符合很

好，同时也预言了一些实验中还未发现的粒子。这样，将所有粒子态通过(3－13)式与相互作

用从而与时空结构紧密地联系起来， 证实了粒子的存在完全取决于时空结构的思想。

§6 相互作用

在质空中，在§3得到了粒子态所满足的对称性(3－13)，即

'(r,t)＝exp[-i(r,t)T](r,t) (6－1)
这里，T是群元(即生成元)，它是这个粒子所对应的空穴或空隙元胞在真空时的点群对称性

元素。对空穴，它可以是 Oh或 Td，对空隙填隙元胞，视空隙的类型也是 Oh或 Td。经§5的
研究表明: 对 uds夸克粒子，其对称性为 Oh， 粒子为空穴的 Oh对称性，反粒子(uds)为八面

体空隙的对称性 Oh。而对(lL、lL、lcL)轻子类粒子，其对称性为 Td，粒子为空穴态的 Td对称

性，反粒子为四面体空隙的对称性 Td。θ(r，t)是对应于每一个群元素 T的角度，它随时空

坐标而变。根据规范场论的思想，(6－1)式对应局部规范变换，T就是这个规范群的生成元。

{T}所满足的群代数就是这个规范对称性满足的代数关系。由于规范场论已经发展得相当完

善，这里我们的任务就是先确定这些生成元满足什么样的代数，然后对每个生成元引入一个

规范场。我发现，这个{T}群代数是李代数，可以分解为多个不可约的子李代数。对应这几

个不可约子李代数，可以引入几种规范场，例如 Td群代数(其表示是轻子类粒子)，它可以分

解为 5个 A0李代数， 一个 A1李代数和 2个 A2李代数之直和(见附录 A)，结合§5关于粒子

构造的结果，对应于这些子李代数所引入的规范场就是这些子李代数表示粒子之间的相互作

用:A2的表示是味(lL、lL、lcL)，对应 A2引入的八个规范场则是味之间的相互作用。A2'的表示

是色(e)，对应于 A2引入的八个规范场则是色之间的相互作用；A1的表示是自旋，对应 A1

引入的三个规范场则是自旋之间的相互作用，它也是一种基本相互作用。

Oh代数是 O群代数的扩充，可以分解为左旋 O+群代数与右旋 O-群代数之直和[见(3－17)
式)和(5－6)式]， 显式地写出为:

A(Oh)＝5A0A1A2A2'5A0A1A2A2' (6－2)
A(O+) A(O-)

其中

T+≡TL＝(1+)/2Ti∈A(Oh)， Ti∈A(O)。 (6－3)
T-
≡TR＝(1-)/2Ti∈A(Oh)

这使得 A(Oh)的表示分解为ψL(r，t)和ψR(r，t)两部分。在 Dirac表象它们分别为

ψL＝1/2(1+5)ψ
ψR＝1/2(1-5)ψ (6－4)

其中ψ是 A(O)群代数的表示，5是 Dirac 矩阵，所以ψL与ψR对应左旋与右旋表示。

由(6－1)式知，对 T∈Oh，{T}可以分解为两部分{T}与{σT}，它们对应的角度分别

为(r,t)和(r,t)，在不考虑形变时，从下图容易看出

(r,t)＝ (r,t) (6－5)
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(r,t)

r r0

O

r r0

 (r,t)
图 6－1，(r,t)和(r,t)

T为以 O点为中心的转动，r0、r0为真空元胞位置，

r、r为质空元胞位置，为空间反演。

利用(6－5)式，由(6－1)式得

exp[-i(r,t)T- i(r,t) T]Ψ(r,t)
=exp[-2i(r,t)T]ΨL (r,t)+ΨR (r,t)

所以 Ψ'(r,t)＝exp[-2i(r,t)T]ΨL (r,t)+ΨR (r,t) (6－6)

这表明:⑴相互作用只发生在左旋态之间，右旋部分不仅不与左旋部分相互作用， 而且右旋

之间也没有相互作用，这相当于说相互作用是纯 V－A型相互作用，没有右旋流。这个结果与

现有实验中存在中性流(如电磁流)是不符合的
(２４）

，而且 QCD 也不是纯 V－A 型理论。⑵不论

是 Td群代数还是 Oh群代数的规范理论，要求其粒子质量和规范粒子质量均为零。这也与现有

实验不符。味相互作用的规范粒子质量 m(W,Z
0
)～102GeV。

这两点之所以产生，是因为我们在前面的讨论没有考虑元胞的形变，而在质空中，所有

元胞都不同程度有形变。我将考虑元胞形变的做法叫广义 Higgs 机制。 现在我们看如何描述

这个形变。

首先，由于元胞形变，(6－5)式就不再对所有α都成立。这有可能解决上述第一个矛盾。

其次，对每个元胞(r，t)，它的几何形状可以用一个函数 F(r，t)来描述，而 F(r，t)

总可以展成下列形式

(6—7)

这表明任意位置的元胞的形变可以用标量场 l(r,t)和矢量场 Cμ(r,t)以及其它张量来描述。只看

标量场 l(r,t)，如果将它看成是元胞(r,t)的尺度(臂如说直径)， 它的真空值就不为零，这正是

Higgs 场的特征(35)。它有可能解决上述第二个矛盾。因此， 我们将这些场称之为广义 Higgs
场。

§6－1 (uds)夸克族粒子之间的相互作用

这族粒子具有 Oh群代数所对应的 S(Oh)对称性。如(6－2) 式那样可以分解为一些子李代

数之直和。
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Ⅰ味动力学

我们先看 A2味道表示(uds)之间的相互作用。如果用原先的“内部对称性”概念，它相当

于具有 SUF(3)味道内部对称性。由于(6－5)式的考虑，只有(uds)L之间有相互作用，而(uds)R
之间、(uds)L与(uds)R之间均没有相互作用。

味 A2的生成元有 8个，用标准基，它们与 T∈O之间的关系在(5－4)式已经给出。为了

与 GWS(标准)模型对照，我们选用 A2李代数的 8个 Gell－mann矩阵做为生成元 Ti，i＝1，
2，…8。其中

(6—8)
在 SU（3）之下，(6－6)式改写为

Ψ'(r,t)＝exp[-ii(r,t)Ti]ΨL(r,t)+ΨR(r,t) (6—9)
其中 Ti就是(6－8)式的 8个 Gell－mann 矩阵，ΨL，ΨR是味 A2的表示粒子，i(r,t)是θα(r,t)
的函数，它也是时空坐标的函数，故是局部规范变换。

按照局部规范不变理论，与 A2的每个生成元 Ti相对应存在一个规范场 A(r,t),即
Ti，A

i (r,t)，i＝1，2，…，8 (6－10)
共 8个规范场，它们都是时空坐标的函数。

我们用

(6—11)
来定义 A(r,t)，这样我们可用

(6—12)
这一 3×3矩阵 Aab(r，t)，a，b＝1，2，3来表示规范场且满足

(6—13)
做如下变换
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(6—14)

(6—15)
按照规范理论的一般原则，费米场

的规范(6－1)或(6－9)不变的拉格朗日密度为

Lf＝iΨD Ψ＝iΨLD 1ΨL+iΨRD 2ΨR, (6—16)
其中D ,D 1, D 2均是协变导数,
D ＝γμDμ， D 1=γμD1μ， D 2 ＝γμD2μ，D1μ＝μ-igFTiAμi(r,t), D2μ＝μ (6—17)
其中 gF是一耦合常数，这样(6－16)式变为

(6—18)
所以，规范场与粒子场相互作用项为

(6—19)
从(6－18)式和(6－19)式可以看出:⑴夸克(uds)和规范场都没有质量；⑵夸克与规范场的

作用是纯 V－A型相互作用。实践表明(24),荷电流是纯 V－A型，而(uu)型中性流不是纯 V－
A型。因此，对荷电流,该理论与实验相符；对中性流,该理论与实验不符。⑶理论预言存在(ds)
型中性流.而实验表明这种中性流比(uu)型中性流小 8个数量级(22)。GWS(标准)模型通过 GIM
机制 (25)将(ds)和(sd)型中性流去掉，认为它不存在。以上这三个问题可以通过元胞形变(广义

Higgs 机制)一并得到解决。

Ⅰ⑴ 广义 Higgs 机制

在考虑了元胞的形变之后(6－5)式就不再成立了。如果考虑到弱相互作用这种形变不大，
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使得除 T8之外，

ωi(r,t)＝ωi
(r,t) (6—20)

则(6－9)式成为

Ψ'(r,t)＝exp[-ii(r,t)Ti - i(r,t)Y]ΨL+exp[-i(r,t)Y]ΨR (6—21)
其中

Y＝T8/ 3 , (r,t)＝(i(r,t)- i
(r,t)) (6—22)

根据规范理论，(6－21)式表明粒子间的相互作用是定域规范不变理论，除了(6－10)
引入的 A(r，t)相互作用外，还相应于 Y引入一个规范场(r,t)

Y，(r,t) (6－23)
所以对左旋分量ψL(r,t)的协变导数

D1＝-igFA i
(r,t)Ti -ig'F(r,t)YL (6—24)

对右旋分量ψR(r,t)的协变导数

D2＝-ig'F(r,t)YR (6—25)
这样，规范场有二: A(r,t)和(r,t)，总的规范场强为以下两项之和:

F＝(A i
－A i

)Ti +g FfijkA i
A j

Tk (6—26)
B＝－

总的规范场拉氏量为

ℒg＝-¼ FF－¼ BB (6—27)

按照规范理论，在考虑元胞形变之后，(6－16)式拉氏量变为

ℒf＝i LD1L+iRD2R (6—28)

这里 D1，D2是(6－24)、(6－25)式。注意L是一个三维表示，I3≠0，而R是三个一维表示，

I3＝0。由 Gell－mann西岛关系有:
Y L =2(Q－I3)
Y R＝2Q (6—29)

所以(6－28)式显式写成

(6—30)

其中，规范场与粒子场的相互作用项ℒfg为:

(6—31)

其中：
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(6—32)

式中

(其中这里的 g'F与(6－24)、(6－25)式的 g'F相差二倍)。(6－32)式的有效相互作用表明，荷电

流是纯 V－A型，而中性流是 V－A型，但不再是纯 V－A型。这符合实验事实。先只考虑 qq
型中性流 jNC

(6—33)
其中

(6－34)
在(6－33)式的中性流中应有一类是电磁流 eQAμ，不失一般性，令 (22)

(6—35)
其中 ci＝cosi，si ＝sini，i＝1，2，3。将(6－35)式代入(6－33)式得

jNC( qq
) ＝jAA+ jZ Z+ jZ'Z' (6—36)

其中
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(6-37)

(6-38)

(6—39)
假如 Aμ(r,t)是电磁场，则要求

gF jA＝eQ (6—40)
将(6－37)式与(6－40)式联立得

(6—41)
将(6－41)、(6－34)式代入(6－38)、(6－39)式得矩阵形式的 jZ , jZ' 为

(6-42)

(6-43)
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其中

(6—55)
以上各式中1 ,gF, gF', 3 均可以由实验确定，考虑到实验结果， 认为 Zμ流比 Z'μ流大很多，

这样就有

a1 /b1 ＝1 - 8 sin2w/3 (6—56)
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a2 /b2 ＝1 - 4 sin2w/3
其中w 就是所谓温伯格角，现有实验值

sin2w＝0.224±0.02 , e ＝4π/ 137 (6—57)
则得到

gF＝0.3616
gF'＝0.4525
tg3＝－0.412
sin1＝0.546 (6—58)

前面这些考虑,仅只涉及到元胞形变后对粒子间相互作用的影响,如果还考虑元胞形变本

身，就应引入(6－7)式所示的广义 Higgs 场。在一级近似下，我们只引入一标量场 l(r，t)。由

于这个场也是在质空之中，同样应满足(6－1)式的规范不变性，也即，l(r，t) 在时空中是一

标量，但它还是 A2的表示(相当于“内部”坐标)。一般，标量场的规范不变拉氏量可选为

)(),(),( lUtrlDtrlDL   


 (6—59)

其中

为了使规范场获得质量，我们可以选择合适的势函数 U(l)。考虑到 l(r,t)在真空中，

l(r,t)＝l0 (6－60)
l(r,t)正好具有 Higgs 场的特征，故可以选 U(l)为 Higgs 势， 从而得到规范场和粒子质量。按

Higgs 机制通常做法(35)。我们能够得到 W1,2
，Z，Z'等的质量，但没有很好得到 X，X'的质

量。这可能有两种原因。一种是 Higgs 机制本身的困难，一种是对 Higgs 机制还没有研究透。

下面我就具体来做，并由实验已得到的W，Z 的质量估计一下真空元胞的尺度 l0.
标量场 l(r,t)是 A2李代数的多重表示之和，先只选三维基本表示 l(r,t)，＝1，2，3，而

其势就是典型的 Higgs 势，

U (l) ＝-2 (l+l)/2 + λ(l+l) /4 (6—61)
当 (l+l)＝2 /λ≡〈l+l〉。 (6—62)
时，U(l)取极值。我们取 l的真空平均值〈l〉0为

(6—63)
做一平移

l＝〈l〉。＋l′ (6—64)
则规范场的质量项为:

(6—65)
α＝1是 Z，Z'的质量项，α＝2，3分别是W的质量项，故有

MW,Z ＝ (1/2) gF0 (6－66)
已知MW,Z＝102GeV，gF～0.45
则 0～3×102GeV (6－67)
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所以 l0～102GeV (6－68)
这样的 l0，相当于长度

l0 ～ hc/102GeV～10-18m (6—69)
这个结果与李政道(19)的估计基本相符。我曾经试图用改进的 Higgs 方法去得到 X, X的质

量以满足( sd )和( ds )型中性流很小的要求，但未获得成功。但我相信， 精细地给出 X的质

量是可能的。

Ⅱ 色动力学

如果不考虑 SUcL⑶(对应色左旋态)与 SUcR⑶(对应色右旋态)的区别，即这里的色动 SU⑶
规范理论，这与通常的色动力学(26)相同。这样，通常的色动力学结论都原样拿来即可，然而，

我的理论有左、右之分，这可以通过以下的分析说明。在味动力学中，由于相互作用较弱，

就是考虑了形变之后，(6－5)式还近似成立。这样，在我们的弱电相互作用中有左、右不对

称。但是，在色相互作用(强相互作用)中，元胞形变较大，使得(r,t)、 (r,t) 成了两个独

立的变量，那么由(6－1)式得:
exp[-iθ(r,t)T－iθ(r,t)T]Ψ(r,t)

＝exp[-iθ1(r,t)T]ΨL(r,t)＋exp[-iθ2(r,t)T]ΨR(r,t) (6—70)
其中

θ1(r,t)＝θ(r,t)＋θ(r,t) (6—71)
θ2(r,t)＝θ(r,t)－θ(r,t) (6—72)

这样，色相互作用在左、左旋之间是严格对称的。与 A2'的八个生成之相对应有 8个胶子场

A(r,t)，(i＝1，2，…，8，＝0，1，2，3)，其规范场强

Fi＝(Ai
－Ai

)＋gcf ijkAj
Ak

 (6—73)
其中 gc为色耦合常数，f ijk为 A2'的结构常数。所以，我们的色相互作用理论与通常的色动力

学是一致的，所不同的是，在我的理论中应用离散的方法处理，只是在能量较低时，相互作

用距离远大于 l0时，才可以近似用连续方法处理。这就是为什么在低能区通常色动力学的合

理之处。 进一步的讨论不在此重复。

III 旋动力学

在我的理论中，自旋之间有相互作用，并且，这个相互作用的地位与味之间、色之间的

相互作用相当。因此说它也是一类基本相互作用。严格来说，旋之间的相互作用是粒子自旋

第三分量即自旋各态之间的相互作用。

然而，在我们以前的理论中，自旋相互作用是归结为电磁相互作用的，自旋并非一类独

立的相互作用。量子电动学的成功(27)使得人们对这一点确信不疑。

如果我们深究量子电动力学成功的基础,那么这个基础就是 Dirac 方程。正是 Dirac 方程

才使得自旋与电磁场、自旋之间的相互作用等修正才得到量子电动力学非常精确的结果。例

如电子磁矩的理论结果与实验结果的惊人一致。但是 Dirac方程是最基本的吗?或者说，Dirac
方程有无更深层次的原因?回答是，Dirac方程并不是最基本的，而是时空 Poincare不变性的

必然结果 (２８)。对 Poincare群的四分量自旋表示| k〉(α＝1，2，3，4)，其动量算子 P自身

的点积 P·P是一个 Casmir算子，它导致方程

P·P|k〉＝－k2| k〉 (6－74)
方程(6－74)就是 Klein－Gorden方程，其中 k2M2。M是粒子质量。然而，在考虑到空间反

演之后的四分量理论中，P 不再是一个 Poincare 不变算子，不变算子是·P，其中是四个

Dirac矩阵，可以证明

(·P) 2= P·P (6－75)
所以，结合(6－74)式，·P的本征值是±ik， 这样就得到了四分量表述中的一个约束条件:
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(·P +ik)| k〉＝0 (6－76)
这正是 Dirac 方程(取·P的本征值为－ik)。所以说，Dirac 方程是 Poincare对称性的必然结

果。

如果我们注意到以上这段讨论是在通常的四维时空中进行的，马上就会产生一个问题,

自旋好象是通常时空的一个性质，就象 k

一样，这对吗?回答是:不对。我们深究在以上通常

理论(28)中自旋的引入过程，就会知道，自旋 S＝1／2对应于转动的双值表示，即通常时空转

动 2角后并不回到 0角位置，而是要求转 4角才回到 0角位置(0≤φ≤4)。这个要求在不

考虑时空内部结构时在通常时空是无法接受的。也就是说，接受了双值表示(自旋)，就是考

虑了时空的结构。所以说，Dirac方程是有内部结构的时空的结果。在我的理论中正好出现了

这样的结构。

因此，量子电动学的结果证明了自旋之间相互作用的存在，如下我们来讨论自旋相互作

用是基本的。

根据规范理论，考虑自旋 A1和味 A2局部对称性，则

D＝－igFA
(r,t)T－igsB

(r,t) ， (6—77)
其中 gF、gs是二耦合常数，T∈A2，∈A1。B

(r,t)是对应自旋生成元引入的规范场。

定义

A′
(r,t)＝A(r,t)＋(gs/gF)B(r,t)＝A

(r,t)T＋(gs/gF) B
(r,t) (6—78)

则(6－77)式变为

D＝－i gFA′
(r,t) (6—79)

这里 A′
(r,t)与 A(r,t)之间的区别是: A(r,t)只是与粒子味指标相耦合的规范场,对自旋指标不

起作用；而 A′
(r,t)除了对味指标外还对自旋指标。这就是说，A(r,t)单纯是味之间的相互作

用，而 A′
(r,t)既是味之间也是自旋之间的相互作用。如果一粒子既有味又有自旋，那它们之

间的相互作用就是 A′
(r,t)场。 这正是我们在味动力学中(当然也是在色动力学中)的结果。例

如，在味 u之间的相互作用

uZugF
2

(6—80)

如果我们不考虑 u的自旋取向，我们就并不知道 Z是一个自旋 mz取多少的分量，Z也无所

谓自旋。但是，当我们考虑了自旋的方向之后，就有了以下四项

 uZugF
2  uZugF

2  uZugF
2  uZugF

2
(6—81)

虽然在这四项中我们用了一个相同的符号 Z，但我们知道，Z的 mz是不同的,前两项

mz＝0，后两项 mz＝±1。这就是说 Z有三个分量，考虑了规范场的自旋(J＝1)，就是考虑了

自旋之间的相互作用，规范场 A′
(r,t)三分量之间之不同就是自旋相互作用。

以氢原子为例，来说明 gs与 e 之间的关系。我们知道， 由于电磁相互作用引起的氢原

子能级分裂大约 1eV，而由核子自旋与电子自旋之间相互作用的能级分裂(即所谓超精细结构)
大约为 104 MHz(29)，这样电磁相互作用与自旋相互作用所导致的能量分裂之比

△Es/△Ee ～ 10-6 (6—82)
考虑到△Ee ～ e2。△ Es ～ gs ，则有

gs /e ～ 10-3 . (6—83)
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§6－2 轻子族粒子间的相互作用

这族粒子具有 S(Td)点群对称性，其生成元所满足的代数是 A(Td)，它可以分解成如下几

个子代数之直和(见(3－16)式):
A(Td)＝5A0A1SA2F A2C (6—84)

其中上标 S，F，C分别对应自旋、味、色。同(uds)夸克族相似，A1S将导致自旋之间 SUS(2)
规范相互作用，A2F 将导致味之间 SUF⑶规范相互作用，A2C将导致色(e)之间 SUC⑶规范相

互作用。由§6－1(Ⅲ)中关于自旋相互作用的分析，如果将自旋并入味或色态而成为自旋 1/2
的 Dirac粒子，则自旋之间的相互作用可以并入味(或色)之间的相互作用，认为味(或色)规范

场具有自旋为 1的结构而得到统一处理。为此， 在以下讨论中不再单独讨论自旋之间的相互

作用。

Ⅰ味旋动力学

味 A2F的基态(含自旋)为左旋态(见(5－27)式)，

(6—85)
由于时空的对称性，当只考虑味(旋)态时，粒子态ψF的规范变换是

ψF′＝exp[-i(r,t) - ii(r,t)Ti ]ψF (6—86)
其中∈A1S , Ti∈A2F ,由于规范不变性得协变导数

D＝-igFA
i(r,t)Ti (6－87)

所以包括规范场与ψF的相互作用的拉氏量


  FFtrAgiL FF

F
FF 4

1),(
2




(6—88)

其中 F＝(A
i－A

i)Ti ＋g FfijkA
iA

jTk (6—89)
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 (6—91)

代入(6－88)式使得粒子与规范场的相互作用项为

L
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l
l
l
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

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(6—92)

考虑到 (３０) T
L

c
R

T
R

c
L lcllcl  , (其中 c 为常数算子，在 Dirac 表象中它为 42ic  )，则对

规范场某些分量:

,)
6
2()
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2(,0,0,0,0 883232
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(6—93)

将(6－93)代入(6－92)得到

  





































l
l

AA
W

W
AA

llgL F
fg









 





62
3)

2
(

2
1

2
1

2
1)

62
(

2
1

2 8
5

3
515

15
83

5

(6—94)

这个相互作用表明：荷电流是纯 V－A型流；中微子间的中性流也是纯 V－A型流；轻子间

的中性流是 V－A型但不是纯 V－A型中性流.定性上，这与轻子现有实验完全相符，更能使

人信服的是以下定量结果。

令
83

83

,
62 
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 bAaAA
AA

Z  (6—95)

其中，a，b均是待定常数。将(6－95)式代入(6－94)式，相互作用可改写为
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(6—96)

其中
11,  WWWW  
。为了与 GWS模型比较，写出其相应拉氏量为
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(6—97)

其中: ,cossin egg WW   θW是 GWS模型中的温伯格角，
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如果他们是同一理论，则下面关系：

,
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
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(6—98)

⑴ 如果要求(6－95)的转动是纯转动，就得到

2
3,

2
1,

3
2

 ba (6—99)

根据(6－98)的关系可以算出

137
162,

4
1sin 2   egFW (6—100)

如同对(uds)夸克的 Higgs 场相同的考虑,(见(6－59)～(6－66)式)，容易得到规范粒子W±，

Z0的质量为

2
0

oF
ZW

lgmm   (6—101)

由 1983年 UA1组的实验值 (３６)

MW±＝80．9±1．5±3．0GeV （6—102)
可以较精确地算出 l0的值

l0＝(1.89±0.08)×102GeV (6－103)
相当于尺度

m
E
hcl
l

18
0 10)3.06.6(

0

 (6－104)

从一个简单的考虑:(6－95)式变换是纯转动出发，我们从理论上得到温伯格角
30W ，

并且得到W±粒子与 Z0粒子质量之比为 3
2 。这与实验符合相当好，足见我的理论的合

理性，进而由实验测得的W±粒子质量，得到了真空元胞的尺度 l0.
⑵ 反过来，如果我们将 GWS 模型看成是实验结果，将 sin2θw＝0.224±0.02代入(6－98)

式，就可以得满足现有实验值的，a，b，gF为
＝0.802
a＝0.259
b＝-0.506 (6—105)
gF=0.344

从而由(6－102)的实验值，根据(6－101)可以算出
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l0＝(3.3±0.2)×102GeV (6－106)
相当于真空尺度

l0＝(3.8±0.2)×10-18m (6－107)
结合(6－95)式，从(6－105)式结果知，(6－95)式的转动不再是单纯转动。

到此为止，我构造了与实验完全相符的轻子间味动力学。

Ⅱ 色(旋)动力学

这族粒子有三基色为(e)，色 Ac2李代数的基态(包含自旋)为—左旋态(见(5－27)式)，
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
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

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
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
 (6—106)

由于时空结构的对称性，当只考虑色(旋)态时，粒子态Ψc的规范变换是

  ),(),(),(exp),( trTtritritr ci
i

c


  
 (6—109)

其中∈As1 ,Ti∈Ac2 。由于规范不变得协变导数

i
i

c TtrAigD ),(  (6—110)

所以有色(旋)态之间的色相互作用项为

 
L

LLL
cc

fg

e

GGGG
GGG
GGG

egL




































 

)(
2

22113231

232221

131211

(6—111)

其中 gc是色(e)L之间色相互作用耦合常数。
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(6—112)

是八个自旋为 1的矢量场，称为胶子场。它与(uds)夸克的色(RBG) 之间的相互作用胶子场类

似，不同的是这时的色是(e)。
色相互作用(6－111)式告诉我们，色(e)之间的相互作用是纯 V－A型流。它预示在色

相互作用下，色 e之间可以相互转换。即每色轻子数不再守恒。但这可能是在高能水平上

的事。

III R值

现在通过正负电子碰撞的产生率之比 R来再次说明理论的合理性，由 R的定义




 
ee

qqee
R

强子）(
(6－113)

这是在通常的夸克一轻子理论中所得结果，这里强子包括了所谓“cbt”夸克。 而在我们的

理论中，“cbt”夸克实际上就是轻子。正反电子碰撞产物的费曼图有如下几种:
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leee  qqq
(uds)族强子，γ是光子

GF是味规范场

le q

leee GGGFFF leee
J/

le leee

leee GGGFFF,,, leee

J/

le leee

leee GGGFFF,,,  lcecece

J/

le lcecece

leee GGGFFF l
Υ

le l

leee GGGFFF,,, l

Υ

le l

leee GGGFFF,,,  lccc

Υ

le lccc
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leee GGGFFF l
X

le l

leee GGGFFF,,, l

X

le l

leee GGGFFF,,,  lccc

X

le lccc

这样，⑴ 当( ee )［即
eell ］能量只是够产生 uds夸克，E＜3100MeV，时，
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⑵ 当( ee )能量只足够产生(uds)类粒子和 J/Ψ粒子时，即 3100MeV＜E＜9460MeV，
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⑶ 当( ee )能量只是足够产生(uds)类，J/Ψ，Υ类粒时，9460MeV＜E＜Ex(?)，
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⑷ 当( ee )能量够产生所有类粒子时，E＞Ex(?)，
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将以上结果做图则为
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R

X
8 Υ

6 J/
4 
2

3100 9460 Ex ( ee )能量 E(MeV)
图 6－2 R－E( ee )关系

以上的估计与实验符合相当好(22)。并且比通常的夸克理论要好。

在结束这一节时，应明确指出 charm数是不必要的。在以前的夸克理论中， 有一张非常漂亮

的带 charm数介子 D＋
通过夸克之间的弱相互作用衰变图(31):

S s
u K-

c W+

D u

d +

d u

d +

衰变
  KD (6－114)

这里 dcD 
，拥有 charm数。而在我们的模型中，

eellD 
， 我们也可以通过下面这张

同样合理的图来说明衰变(6－114):

s
u K-

le s
D u W+ u

W+ d d +

el u

d +

这就是说，从衰变产物也并不一定要求 charm数。用我的模型也可以解释以前用 cbt夸克所



46

能解释的实验。

到目前为止，我建立了决定于空间结构的统一的除引力外的规范相互作用理论，在下一

节，我将专门讨论引力相互作用。在引力理论建立之后，我们将看到，引力相互作用与其他

三种相互作用（味、色、旋)是统一于时空结构的对称性的。

§7 引力互作用

爱因斯坦广义相对论是迄今最完善的引力相互作用理论。它为水星进动等一系列实验所

证明(32)，在数学处理中有非常美的形式(33)。

为了与我的引力理论做比较，我先将爱因斯坦广义相对论用四维连续时空纯几何的形式

给出，并指出其不足之处。

§7－1 引子

在有物质存在的情况下，引力作用量的形式为

)(4 LRgxdS
M

  (7－1)

式中符号具有通常意义。这里要指出的是:⑴ 在有物质场(拉氏密度)L之后，由于这部分并

不是几何化的，在时空中得不到几何解释。故这样的时空理论有人为的性质，即时空完全由

人为加入的物质的性质而决定。从几何上讲，这不是很自然的。⑵ 一般认为 g是引力场，

而将Γ
 看成是 g的泛函，其关系为:

)(
2
1

,,, gggg




  (7—2)

这在几何上并不令人满意。我将用几何的方法分析爱因斯坦引力理论(7－1)的各个符号的几

何意义，指出描述一个时空应该用到哪些量并对上述两点做出新的回答。

§7－2 描述时空

1、底流形M，在一般的引力问题中，M可以取成 R4。也可以是 R3S，但等效原理告诉

我们，局部地M应是 R4。从描述任何时空的观点出发，M可以是任意一个流形。 在下面的

讨论中，我们认为M是一个任意流形。

2、有了M 之后，就可以自然地定义一族函数 F，使得映射 f:M→R1是任意阶连续函数

(C∞)，这里 f∈F。
3、有了M之后(自然有了 F)，在M上任意一点 q都存在无穷多个映射 v:f→R1。这些映

射就是切矢，它们构成一个切矢空间。M 上每一 q 都有一个切矢空间 Vq，M 上各不同点的

切空间维数相等，但M上不同点 q、q′的切空间 Vq、Vq‘之间是没有任何联系的。如果在M
上每一点切空间中指定一个切矢量，则该指定就构成了M上的一个切矢量场。

4、有了M之后(自然地有了 F、Vq, q∈M)，总会有许多线性映射 f *: Vq→R1。这些线性

映射的集合构成了 q点的一个线性空间——对偶空间 Vq*。因此，有了M之后，自然地在M
上每一点有一个对偶空间。但是，同一点 q上的切空间 Vq和对偶空间 Vq*之间没有对应关系。

一个对偶矢量场也可以通过给M上每一点的对偶空间中指定一个对偶矢量来实现。
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5、有了M之后(自然地有了 F、Vq、Vq*，q∈M)，我们在M上任一点 q就可以定义

T∶V*×V*×…×V*×V×…×V →R1 (7—3)
k个 l个

型多重线性映射，这些映射的全体构成 q上的一个 T(k，l)型张量空间，对每一类映射(张量)
在M上每一点指定一个映射，则构成了一个(k，l)型张量场。

6、时空描述。以上均是数学分析，没有物理内容。那么，一个物理的时空是什么呢?那
就是将数学上可变的部分给定，并给出一套不同点之间的比较办法。

首先是给定一个底流形。爱因斯坦及后来人对这点说得并不多，例如，何谓给定? 倒是

在后两点上给出了很好回答。

给定了 M 之后，就自然地有了流形M 上每一点的切矢量空间 Vq和对偶空间 Vq*， 如

果给定了 Vq与 Vq*内矢量之间一一对应关系，即映射

g: Vq→Vq* (q∈M) (7－4)
则就给定了M 上的内积定义，也就是给定了无穷小位移大小的定义(即任意两邻近点间的距

离)

a
aba

ab VVVVgds 2 (对任意 Va、Vb∈V*，Va 、Vb ∈V) (7－5)

接下来，由于在M上每一点均有这种(7－5)式那样的内积定义，但M上不同点之间的内

积定义并没有什么关系。如果将这种不同点的内积之间的关系给定，就可以在不同点进行比

较了。这正是连络Γcab的功能。

知道了(M，gab, Γcab)之后，流形M 上任何张量都可以进行描述了。也就是说，时空完

全由(M，gab, Γcab)三者描述。这也意味着，时空的作用量只与这三者有关， 而与其它无关。

然而，按现行爱因斯坦引力理论，除了这三者之外，还有物质场(见(7－1)式),即预先在M上

指定一个张量场。这在时空描述的数学框架内是不可接受的.然而，实验证明时空几何决定于

物质场，那么物质到底是什么? 物质场到底是怎样来影响时空几何的?由于，gab, Γ
c

ab 只是

一种物理指定，它是决定于物质场的，它不能负载物质场。唯一可能负载物质场的只有剩下

的流形M。下面的分析也恰好证明必是M。

§7－3 纯几何化的引力作用量

除了(7－1)式中非几何化的物质场外，将物质场归之于流形 M 的结构之后， 几何化的

引力作用量为

RgxdS
M
  4 (7—6)

其中 R是时空的标量曲率。我们来看只有一个点粒子的情形，在M 中，如果没有这一点粒

子则M＝R4，而加入这一点粒子后，流形可以近似看成是 R4中挖掉一点之后剩下的部分，M
＝R4-P，这样，在这个有点粒子 P的时空中，(7－6)式的作用量为:

RgxdS
PR




4

4 (7—7)

(7－7)式是说，R在除 P点之外的 R4均有定义，如果为了计算上的方便，我们在 P点也定义

一个数 Rp，并将总的积分区间扩大到整个 R4，则应该在作用量的被积函数中减去扩大的部分，

即

))((4 pcRgxdS
M

  (7—8)

其中 c是描述点粒子 P的性质并影响 R的一个常数。熟悉广义相对论的读者马上就可以看出，
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(7－8)式的解就是史瓦西外解(32).
如果将(7－8)式中 -c(P)记为

L＝－c(P) (7－9)
则(7－8)式就成为(7－1)式有物质场 L的引力场作用量的形式，不过这时的 M＝R4.

对于多个质点的情形，类似可给出(7－8)那样的形式,

)(
4

4 LRgxdS
R

  (7－10)

(7－10)式等同于有物质场的情形时的爱因斯坦广义相对论。这显示我们对(7－6) 式的考虑是

恰当的，即物质场就是流形M本身的结构，正符合我这个理论前面的结论。下面我就从时空

结构(即M)出发去看引力场如何决定于物质结构。

§7－4 分立时空的引力场

在前几节，我建立了新的时空结构，这就是:真空流形为 A1×T，质空流形是变形后的

A1×T，或有空穴或有空隙填隙元胞或元胞形变,这里 T是时间格子。这两种流形均是分立流

形，均不能用连续的理论来处理。然而，在这种流形中，有位置矢量组成的矢量结构:以 P∈
A1×T为原点，以周围所有元胞的中心为终点，则有一个由无穷多个矢量组成的结构。在真

空中，这无穷多个矢量满足 A1上的 Oh或 Td对称性，而在质空中，这无穷多个矢量满足 A1

上 S(Oh)或 S(Td) (＝{R(i)T
-1})的对称性。这种矢量结构，在不同的质空具有不同的形式，

而质空则与粒子态是相联系的，所以，粒子态实际上就是以空穴或空隙填隙元胞中心为原点

的一种特定矢量结构。在质空中，这样的矢量结构由于对称性 S(Oh)或 S(Td)，使得只有一些

特别的矢量结构才是可能的，这些特别的矢量结构就是不同的粒子态。如果在 P点引入一个

连续的矢量空间， 那么，这种矢量结构就是相当于在这个连续的矢量空间中指定一些分立点

矢量构成一种特定的矢量结构而成为粒子态，这表明，在我的理论中，如果假设 P点存在一

个连续的切空间，那么粒子态在 P点不是用一个矢量来描述，而是指定一批(无限多个分立)
切矢量来描述。

如果在真空中，则在 A1×T中每一点 P的矢量结构均相同；如果是在质空中，每一点 P
的矢量结构原则上是不同的。要比较不同点的矢量结构，就得引入连络的概念。

在过去的理论中，切矢场在每一点 P指定一个切矢。用纤维丛理论的语言来说，切矢场

就相当于在切丛上每一 P的纤维上指定一点而构成截面，如图 7－1所示。

Tp(M)
Tp’(M)

TM

P p’

M
图 7－1 纤维上的截面

在我的理论中，粒子态——切矢量结构，则相当于是在纤维 Tp(M) 上指定的不是一个点，

而是无限多个分立点。这样，粒子态不再只是一个截面，而是许多截面组成的截面组，如图

7－2所示。

截面
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Tp(M)
Tp’(M)

TM

p p’

M

图 7－2 纤维丛上的截面组

从以上的讨论中引发我们去用连续的情形来描述物理上分立的情况。做法如下:A1×T可

以看成是 4 维光滑流形 R4上的一些分立的点构成的集合。就是说：⑴每个属于 A1×T的分

立点 p均自然地有了一个 4 维切空间，以 p点为原点的矢量结构就可以用 p点的切空间来描

述。⑵ 在 A1×T上的一轨迹应是一些不连接的点而没有线。但我们可以用光滑流形 R4上一

条光滑(C)参数曲线来逼近，使轨迹上的分立点成为这条曲线上的分立点。这样，我的理论

可以用连续的方法来描述。

在连续情形，p点和 p'点的纤维分别为 Tp(M)和 Tp'(M)。而 Tp(M)和 Tp'(M) 的对称性均是

GL(m，R)。则切丛上的连络——仿射连络，就完全由物质场 A
(r,t)决定 (34)










k
k i

A 









2
(7—11)

其中是 GL(m，R)的生成元。

在我的模型中，纤维 Tp(M)和 Tp'(M)的对称性还是 GL(m，R)。然而，物理上有意义的并

不是这个对称性，而是在 Tp(M)和 Tp'(M)上指定的无穷多个分立点的对称性。即ｐ和ｐ'点矢

量结构的对称性。原则上，在质空中，不同点 p和 p'的矢量结构的对称性不同。

设 4 维光滑流形M中，任取M的一坐标系(U；ui)，则有自然基底{ ,ii u
s




 1≤i≤4}

构成切丛 T(M)在 U上的局部标架场。在切丛上给定一连络 D，则(37)

j
kj

ikj
j
ii sdusDs  (7－12)

在M中并没有限定连络为多少，它是之后给定的。在这个没有给定连络的仿射空间M中，

对 M 中一点 p，完全描述其性质的是无穷多个切矢——以 P 点为原点的矢量位置的集合。

{ pnr̂ ，n＝0，1，2，…}，而这个矢量 pnr̂ 完全可以用自然基底{si}表示出来,

pj
j

ipnipn u
Xr )()()( 




，(i,j ＝1,2,3,4) (7－13)

其中
j

ipnX )( 是非退化的 4×4阶矩阵，对不同原点 p, 对不同矢量 n有不同值，由 A1×T

的结构定完全决定。同时，它也是 GL(4，R)的一个元素。

ipnr )(̂ 实质上是切丛 T(M)中纤维 Tp(M)中许多分立点，(p， pnr̂ ) 就可以在一定条件下

截面组
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构成截面组，物理上，这些截面组相互平行(即没有二个元胞重合的情形)，即要求:

0)( ipnrD
 (7－14)

由(7－12)和(7－13)式，(7－14)式变成

0)(
)(  k

jl
j

ipnl

k
ipn X

du
dX

(7—15)

由于
j

ipnX )( 是完全由真空 A1×T变形后的质空的结构决定的，对一定物质场(或真空) 它是已

知的，则由(7－15)式可以求得连络

l

k
ipni

jpn
k
lj du

dX
X )(*

)( ''  (7—16)

其中

j
j

j
ipn

i
jpn XX '' )(

*
)(

 (7—17)

(7－16)式表明质空中的连络完全由质空结构决定，也就是说:引力场完全由物质场决定。

(a) 在真空中， k
ipnX )( 是一常数矩阵

00)(  k
jll

k
ipn

du
dX

(7—18)

即真空为平直的。

(b) 在质空中，( j
ipnX )( )与真空中有一偏离，这一偏离是与坐标有关的，记这一偏离为

 j
i

l
pn u )()( (7—19)

则  kpn
l

pn
k

ipn XuX
i)()()( )( 真空 (7—20)

所以

       
ipnl

kl
pnm

jpn
i

m
l

pn X
du
ud

Xu 真空真空（ )(

'
)(

'
*

)(
'*

)
k
lj'

)(
)(-


 (7—21)

这表明，在质空中，

 
0

)( '
)( 


l

kl
pn

du
ud

 (7—22)

则
k
lj ' 一定不为零，考虑到

k
lj ' 是引力场，则质空一定是弯曲的，且引力场由(7－21)式可以

求出。

以上两条结论定性上说是与爱因斯坦理论相符的。如果我们能通过前面粒子构造的结果

而得知对应矢量结构{ )(̂ pnr }，就可以对不同粒子态根据(7－21)式求引力场了。这原则上是可

以做到的。
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(7－16)式清楚表明，引力场来源来于时空结构的平移特性。 这完成了将基本相互作用

统一于时空结构的梦想。

§8 总结

由给时空一个结构这种朴素的思想出发，通过构造空间结构--由元胞组成的 A1面心立方

密排结构,定义了质空、真空和粒子,详细地给出了真空和质空的对称性。通过对时间的定义,

完整地给出了分立时空中惯性系、速度、晶格波等一系列概念,并由真空的平移不变性和光是

晶格波的观点得到了与爱因斯坦理论相同的狭义相对论。通过对质空点群对称性的详细分析，

得到了具有决定性意义的局域规范不变形式(3－13)式， 而这个规范不变性的生成元就是 Oh

或 Td群元素，生成元的代数就是 Oh群代数 A(Oh)或 Td群代数 A(Td)，通过对 A(Oh)或 A(Td)的完

整研究，发现它们是一些子李代数的直和。从而将粒子(即生成元的表示)分成 A(Oh)代数的表

示和 A(Td )群代数的表示， 以及与局域规范生成元相对应的规范粒子。令人激动的是这个一

揽子方案是成功的：A(Oh)群代数构造出所有 Gell－Mann(uds)夸克的表示，A(Td)群代数构造

出所有轻子和所谓“cbt”夸克所构造的粒子，局域规范理论给出的自旋之间、味之间、色之

间的所有规范场与实验相符，例如:相互作用的手征性、流结构、规范场的结构、R 的值等。

特别值得指出的是轻子(
c
LLlll L
)之间的味相互作用导致我们用理论方法算出了温伯格角θw

＝30°以及它与实验的精确一致。还有 Higgs 场的直观解释，证明了我的理论合理性。通过

实验中 W±，Z
0
粒子质量的测量，得到真空元胞的尺度 l0～10

-18
m，符合现有理论的估计。通过

对爱因斯坦引力理论的分析，提出了纯几何化的引力场的基本概念是流形 M，度规 gab和连络

Γab

c
，而物质场就是流形的具体结构，这正符合前面我的时空现点。通过对时空对称性的分

析，得到了引力场由物质场决定的关系式(7－16)， 表明了引力场源于质空的平移对称性。

这样就使我们将引力相互作用和强、弱电等相互作用以及所有粒子统一于时空结构的对称性:

时空的点群对称性导致强、弱电相互作用和所有粒子，时空的平移对称性导致引力相互作用。

附录 A Td和 Oh群代数

A-1、群

Td是正四面体的完全对称性群，它是 O 群的 P 型非固有点群(不含空间反演)；Oh群是正

八面体的完全对称性群，它是 O 群的Ⅰ型非固有点群(含空间反演)。因为 Oh=O × I，而 Td

群在数学上同构于 O群，所以只研究 O群。

O 群同构于置换群 S4，其阶为 24，它们群元之间的对应关系如表 A－1，由 S4群的乘法

表马上得到 O群的乘法表 A－2，从这个乘法表可以看出集合(E，T1，T2，...，T11)这 12 个元

素构成 O 群的正规子群，它就是 T群。
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A-2、群代数

以 A(O)表示 O 群的群代数。由 O 群的乘法表 A－2 很容易看出 A(O)是李代数(38)。(实际

上，几乎所有有限群的群代数均是李代数)。由于 A(O)的维数有限，定能表示成已知半单李

代数的直和。

从表 A－2 可知:

⑴ T1，T2，T3相互对易；

⑵ T1与 T12、T17、T20、T23对易；

T2与 T13、T16、T18、T21对易；

T3与 T14、T15、T19、T22对易；

令 H1= T1，H1'＝T12+T17－T20－T23；

H2= T2，H2'＝T13+T16－T18－T21； (A—1)

H3=T3，H3'＝T14+T15－T19－T22；

则有

［Hi，Hj］＝0，［Hi，Hj'］＝0，［Hi'，Hj'］＝0,(i，j＝1，2，3) (A－2)

它们有可能构成 Carton 子代数。

令 E＝T4+T5－T6－T7， E'＝T12－T17－T20+T23；

E-＝T8+T9－T10－T11， E-'＝T12－T17+T20－T23；

E＝T4－T5－T6+T7， E'＝T14－T15－T19+T22； (A—3)

E-＝T8－T9－T10+T11， E-'＝T14－T15+T19－T22；

E-(+)＝T4－T5+T6－T7， E-(+)'＝T13－T16+T18－T21；

E(+)＝T8－T9+T10－T11， E(+)'＝T13－T16－T18+T21；

则可得表 A－3 所示结果。从表 A－3 可知

⑴ Hi，E，E，E(+)构成一个 A2代数，

⑵ Hi'，E'，E'，E(+)'构成另一个 A2'代数，

但它们均不是 A(O)的子代数。我们的目的是要找到它们的直和分解。

令:

H1
＝H1±1/2H1' , H2

＝H2±1/2H2' , H3
＝H3±1/2H3' ,

E＝E±E'， E＝E±E'， E(+)
＝E(+)±E(+)', (A—4)

E-
＝E-±E-'， E-

＝E-±E-'， E-(+)
＝E-(+)±E-(+)',

则可得表(A－4)的结果，表 A－4 结果表明: Hi

+
，E

+
，E

-
，E(+)

+
构成一个 A2代数；而 Hi

-
，

E
-
，E

+
，E(+)

-
构成另一个 A2'代数，且它们均是 A(O)的子代数。

这样，令:

  ,
38

31
1

 


HHH
 

38
' 31
1

 


HHH ,

 
,

32
2 312

2

 


HHHH  
32

2' 312
1

 


HHHH ,

68




  


EE ,
68

'



  


EE , (A—5)

68




  


E
E ,

68
'




  


E
E ,
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68
)(

)(




  


E
E ,

68
' )(

)(




  


E
E ,

则 H1，H2，E，E，E(+)就是 A2的标准基，H1'，H2'，E'，E'，E(+)'就是 A2'的标准基，

它与 O群生成元的关系是:

    



  2219151423201712211 2

1
38

1 TTTTTTTTTTH ,

      






  2219151423201712211816133122 2

2
12

32
1 TTTTTTTTTTTTTTTH ,

    23201712765468
1 TTTTTTTTE 

,

    2320171211109868
1 TTTTTTTTE 

, (A—6)

    22191514765468
1 TTTTTTTTE 

,

    2219151411109868
1 TTTTTTTTE 

,

    211816137654)( 68
1 TTTTTTTTE  

,

    21181613111098)( 68
1 TTTTTTTTE  

。

    



  2219151423201712211 2

1
38

1' TTTTTTTTTTH ,

      






  2219151423201712211816133122 2

2
12

32
1' TTTTTTTTTTTTTTTH ,

    23201712765468
1' TTTTTTTTE 

, (A—7)

    2320171211109868
1' TTTTTTTTE 

,

    22191514765468
1' TTTTTTTTE 

,

    2219151411109868
1' TTTTTTTTE 

,

    211816137654)( 68
1' TTTTTTTTE  

,

    21181613111098)( 68
1' TTTTTTTTE  

。

除了以上 2×8＝16 个组合之外，A(O)的 24 个元素还有另外 8个独立的组合，它们是

h1＝T12+T17+T20+T23

h2＝T13+T16+T18+T21

h3＝T14+T15+T19+T22 (A—8)
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h4＝T4+T5+T6+T7－T8－T9－T10－T11

X1＝E

X2＝T1+T2+T3

X3＝T4+T5+T6+T7+ T8+T9+T10+T11

X4＝T12+T13+T14+T15+T16+T17 (A—9)

X5＝T18+T19+T20+T21+T22+T23

其中 h1、h2、h3、h4与 X4、X5中只有五个独立组合，由于群元类和的性质，以上 8个组合均与

前两个 A2、A2'的元素对易

［hi，Xj］＝0

［hi，hj］≠0 (A—10)

［Xi，Xj］＝0

这表示，5 个 Xi已是单李代数 A0，而 4 个 hi (只有三个是独立的) 我会构成某种半单李代数。

直接计算得:

［h1，h2］＝-4h4

［h2，h3］＝-4h4

［h3，h1］＝-4h4

［h3，h4］＝8h2-8h1 (A—11)

［h4，h1］＝8h2-8h3

［h4，h2］＝8h3-8h1

令: Y1=h4, Y2=h1-h2, Y3=h2-h3

Y'＝h1+h2+h3=X4+X5(分离出去)

则有［YI,Y'］＝0

［Y1,Y2］＝8Y2+16Y3

［Y1,Y3］＝-16Y2-8Y3 (A—12)

［Y2,Y3］＝-12Y1

令 A＝i( 3 /24) Y1＝i( 3 /24) (T4+T5+T6+T7－T8－T9－T10－T11)

E＝( 3 /4)((Y2+Y3/2)±i( 3 /2)Y3))

＝( 3 /4)(2(T12+T17+T20+T23)－(T13+T16+T18+T21)－(T14+T15+T19+T22)

±(3/4)i((T13+T16+T18+T21)－(T14+T15+T19+T22)) (A—13)

则直接计算得到

［A，E］＝±E

［E+，E-］＝A (A—14)

这表明 A，E满足 A1李代数，且是标准基。到此，得到了群代数 A(O)的直积分解为

A(O)＝5A0A1A2A2' (A－15)

A-3、Oh群代数 A(Oh)

按定义

Oh ={Ti}∪{Tiσ}，Ti∈O

设

Ti

±＝(1/2)(Ti±Tiσ)＝P±Ti (A—16)
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其中 P±＝(1/2)(1±σ)。则有

[Ti

+
,Tj

+
]＝[Ti,Tj]P+＝CijkTk

+

[Ti

-
,Tj

-
]＝[Ti,Tj]P-＝CijkTk

-
(A—17)

［Ti

+
,Tj

-
]＝0

其中 Cijk是 O 群代数的结构常数。则(A－17)式表明:⑴ {Ti

+
}，{Ti

-
}分别构成一个与 O 群代

数同构的群代数。⑵Oh 群代数是{Ti

+
}、{Ti

-
}群代数的直和，即 A(Oh)＝A(O

+
)A(O

-
)

A-4、Td群代数

Td群代数的生成元如下

A(Td)＝{Ti，T}，i＝0，1，…，11；＝12，13，…，23，Ti，T∈O

则有［Ti，Tj ］＝CijkTk

［Tσ，Ti ］＝CiTσ，［Tσ，Tσ］＝CjTj， (A－18)

令 T'＝Tσ， Ti'＝Ti (A－19)

则 Td ={Ti', T'}与 O 群代数结构相同，只是做了(A－19)代换。所以 Td群代数也可以分解为

A(Td)＝5A0
dA1

dA2
dA2

d '
将(A－6)、(A－7)、(A－9)、(A－13)式分别做代换(A－19)即可得到标准基与生成元之间的

关系见(5－14)—(5－17)式。

表 A-1 O群与 S4群元之间的对应关系

代号 S4 O 类

T0=E E E

T1
T2
T3

(12)(34)

(13)(24)

(14)(23)

C4(001)

C4(100)

C4(010)

C4

2
(3)

T4
T5
T6
T7
T8
T9
T10
T11

(123)

(142)

(134)

(243)

(132)

(124)

(143)

(234)

C3(1-11)

C3(-111)

C3(11-1)

C3(111)

C3(1-11)

C3(-111)

C3(11-1)

C3(111)

C3′(8)

T12
T13
T14
T15
T16
T17

(12)

(13)

(14)

(23)

(24)

(34)

C2(110)

C2(011)

C2(101)

C2(-101)

C2(01-1)

C2(1-10)

C2″(6)

T18
T19
T20
T21
T22
T23

(1234)

(1243)

(1324)

(1432)

(1342)

(1423)

C4(100)

C4(010)

C4(001)

C4(100)

C4(010)

C4(001)

C4(6)
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表 A-2 O群的乘法表

E T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8 T9 T10 T11 T12 T13 T14 T15 T16 T17 T18 T19 T20 T21 T22 T23

(1) E E T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8 T9 T10 T11 T12 T13 T14 T15 T16 T17 T18 T19 T20 T21 T22 T23 E
(12)(34) T1 T1 E T3 T2 T7 T6 T5 T4 T10 T11 T8 T9 T17 T21 T22 T19 T18 T12 T16 T15 T23 T13 T14 T20 T1

(13)(24) T2 T2 T3 E T1 T5 T4 T7 T6 T11 T10 T9 T8 T23 T16 T19 T22 T13 T20 T21 T14 T17 T18 T15 T12 T2

(14)(23) T3 T3 T2 T3 E T6 T7 T4 T5 T9 T8 T11 T10 T20 T18 T15 T14 T21 T23 T13 T22 T12 T16 T19 T17 T3

(123) T4 T4 T6 T7 T5 T8 T10 T11 T9 E T2 T3 T1 T13 T15 T23 T12 T19 T18 T22 T20 T16 T14 T17 T21 T4

(142) T5 T5 T7 T6 T4 T11 T9 T8 T10 T2 E T1 T3 T16 T22 T12 T23 T14 T21 T15 T17 T13 T19 T20 T18 T5

(134) T6 T6 T4 T5 T7 T9 T11 T10 T8 T3 T1 E T2 T18 T14 T17 T20 T22 T13 T19 T12 T21 T15 T23 T16 T6

(243) T7 T7 T5 T4 T6 T10 T8 T9 T11 T1 T3 T2 E T21 T19 T20 T17 T15 T16 T14 T23 T18 T22 T12 T13 T7

(132) T8 T8 T11 T9 T10 E T3 T1 T2 T4 T7 T5 T6 T15 T12 T21 T13 T20 T22 T17 T16 T19 T23 T18 T14 T8

(124) T9 T9 T10 T8 T11 T3 E T2 T1 T6 T5 T7 T4 T14 T20 T16 T18 T12 T19 T23 T21 T22 T17 T13 T15 T9

(143) T10 T10 T9 T11 T8 T1 T2 E T3 T7 T4 T6 T5 T19 T17 T13 T21 T23 T14 T12 T18 T15 T20 T16 T22 T10

(234) T11 T11 T8 T10 T9 T2 T1 T3 E T5 T6 T4 T7 T22 T23 T18 T16 T17 T15 T20 T13 T14 T12 T21 T19 T11

(12) T12 T12 T17 T20 T23 T15 T14 T22 T19 T13 T16 T21 T18 E T8 T5 T4 T9 T1 T11 T7 T2 T10 T6 T3 T12

(13) T13 T13 T18 T16 T21 T12 T23 T17 T20 T15 T19 T14 T22 T4 E T10 T8 T2 T6 T1 T9 T7 T3 T11 T5 T13

(14) T14 T14 T19 T22 T15 T18 T16 T13 T21 T20 T12 T17 T23 T9 T6 E T3 T5 T10 T4 T1 T8 T7 T2 T11 T14

(23) T15 T15 T22 T19 T14 T13 T21 T18 T16 T12 T20 T23 T17 T8 T4 T3 E T7 T11 T6 T2 T9 T5 T1 T10 T15

(24) T16 T16 T21 T13 T18 T23 T12 T20 T17 T22 T14 T19 T15 T5 T2 T9 T11 E T7 T3 T10 T6 T1 T8 T4 T16

(34) T17 T17 T12 T23 T20 T19 T22 T14 T15 T21 T18 T13 T16 T1 T10 T6 T7 T11 E T9 T4 T3 T8 T5 T2 T17

(1234) T18 T18 T13 T21 T16 T20 T17 T23 T12 T14 T22 T15 T19 T6 T3 T11 T9 T1 T4 T2 T8 T5 E T10 T7 T18

(1243) T19 T19 T14 T15 T22 T21 T13 T16 T18 T17 T23 T20 T12 T10 T7 T2 T1 T4 T9 T5 T3 T11 T6 E T8 T19

(1324) T20 T20 T23 T12 T17 T14 T15 T19 T22 T18 T21 T16 T13 T3 T9 T7 T6 T8 T2 T10 T5 T1 T11 T4 E T20

(1432) T21 T21 T16 T18 T13 T17 T20 T12 T23 T19 T15 T22 T14 T7 T1 T8 T10 T3 T5 E T11 T4 T2 T9 T6 T21

(1342) T22 T22 T15 T14 T19 T16 T18 T21 T13 T23 T17 T12 T20 T11 T5 T1 T2 T6 T8 T7 E T10 T4 T3 T9 T22

(1423) T23 T23 T20 T17 T12 T22 T19 T15 T14 T16 T13 T18 T21 T2 T11 T4 T5 T10 T3 T8 T6 E T9 T7 T1 T23

E T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8 T9 T10 T11 T12 T13 T14 T15 T16 T17 T18 T19 T20 T21 T22 T23
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表 A-3 Hi, E，E，E(+)，H’i, E’，E’，E’(+)，的对

易关系

[H1，E]=0

[H1，E]=2E
[H1，E(+)]=2E(+)
[H2，E]=2E

[H2，E]=2E

[H2，E(+)]=0

[H3，E]=2E

[H3，E]=0

[H3，E(+)]=2E(+)

[H1，E']=0
[H1，E']= E'
[H1，E(+)']= 2E(+)'
[H2，E']= E'

[H2，E']= 2E'

[H2，E(+)']=0

[H3，E']= 2E'

[H3，E']=0

[H3，E(+)']= 2E(+)'

[E，E-]=8H2 - 8H3

[E，E]=-4E(+)

[E，E-]=0

[E，E(+)]=0

[E，E-(+)]=4E-

[E-，E]=0

[E-，E-]=4E-(+)

[E-，E(+)]=-4E

[E-，E-(+)]=0

[E，E-]=8H1 - 8H2

[E，E(+)]=0

[E，E-(+)]=-4E-

[E-，E(+)]=4E

[E-，E-(+)]=0

[E(+)，E-(+)]=8H1 - 8H3

[H1'，E]=0

[H1'，E]=4E'

[H1'，E(+)]=4E(+)'
[H2'，E]=4E'
[H2'，E]=4E'
[H2'，E(+)]=0

[H3'，E]=4E'

[H3'，E]=0

[H3'，E(+)]=4E(+)'

[H1'，E']=0

[H1'，E']= 4E

[H1'，E(+)']= 4E(+)

[H2'，E']= 4E
[H2'，E']= 4E
[H2'，E(+)']=0

[H3'，E']= 4E

[H3'，E']=0

[H3'，E(+)']= 4E(+)

[E'，E-']=8H2 - 8H3

[E'，E']=4E(+)

[E'，E-']=0
[E'，E(+)']=0
[E'，E-(+)']=4E-

[E-'，E']=0
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[E-'，E-']=-4E-(+)

[E-'，E(+)']=-4E
[E-'，E-(+)']=0
[E'，E-']=8H1 - 8H2

[E'，E(+)']=0
[E'，E-(+)']=4E-

[E-'，E(+)']=-4E
[E-'，E-(+)']=0
[E(+)'，E-(+)']=8H1 - 8H3

[E，E']=0
[E，E-']=4H2' - 4H3'
[E，E']=4E(+)'
[E，E-']=0
[E，E(+)']=0
[E，E-(+)']=-4E-'
[E，E']= 4E(+)'
[E，E-']=0
[E，E']= 0

[E，E-']= 4H2' - 4H1'
[E，E(+)']=0
[E，E-(+)']= 4E-'
[E(+)，E']=0

[E(+)，E-']=-4E'
[E(+)，E']=0
[E(+)，E-']=4E'
[E(+)，E(+)']=0
[E(+)，E-(+)']=4H1' - 4H3'

[E-，E']= 4H3' - 4H2'
[E-，E-']=0
[E-，E']=0
[E-，E-']= -4E-(+)'
[E-，E(+)']= 4E'
[E-，E-(+)']=0
[E-，E']=0
[E-，E-']= -4E-(+)'
[E-，E']= 4H1' - 4H2'
[E-，E-']=0
[E-，E(+)']= 4E'
[E-，E-(+)']= 0

[E-(+)，E']= 4E-'
[E-(+)，E-']=0
[E-(+)，E']= -4E-'
[E-(+)，E-']=0
[E-(+)，E(+)']= 4H3' - 4H1'
[E-(+)，E-(+)']=0

表 A-4 H1+、H2+、H3+、E
+、E

-、E(+)+与 H1-、H2-、H3-、

E
-、E

+、E(+)-的对易关系

H1

+
、H2

+
、H3

+
、E

+
、E

-
、E(+)

+
构成一个 A2 李代数。其对易关系如下：

[H1

+
，E

+
]=0

[H1

+
，E

-
]=4E-

[H1

+
，E(+)

+
]=4E(+)

+

[H2

+
，E

+
]=4E+

[H2

+
，E

-
]=4E-

[H2

+
，E(+)

+
]=0

[H3

+
，E

+
]=4E+

[H3

+
，E

-
]=0

[H3

+
，E(+)

+
]=4E(+)+

[E
+
，E-

+
]=16H2

+
- 16 H3

+

[E
+
，E

-
]=-8E(+)

+

[E
+
，E-

-
]=0

[E
+
，E(+)

+
]=0

[E
+
，E-(+)

+
]=8E-

-

[E-
+
，E

-
]=0

[E-
+
，E-

-
]=8E-(+)

+

[E-
+
，E(+)

+
]=-8E

-
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[E-
+
，E-(+)

+
]=0

[E
-
，E-

-
]=16H1

+
- 16H2

+

[E
-
，E(+)

+
]=0

[E
-
，E-(+)

+
]=-8E-

+

[E-
-
，E(+)

+
]=8E

+

[E-
-
，E-(+)

+
]=0

[E(+)
+
，E-(+)

+
]=16H1

+
- 16H3

+

而 H1

-
、H2

-
、H3

-
、E

-
、E

+
、E(+)

-
构成另外一个 A2'李代数。其对易关系如下：

[H1

-
，E

-
]=0

[H1

-
，E

+
]=4E+

[H1

-
，E(+)

-
]=4E(+)

-

[H2

-
，E

-
]=4E-

[H2

-
，E

+
]=4E+

[H2

-
，E(+)

-
]=0

[H3

-
，E

-
]=4E-

[H3

-
，E

+
]=0

[H3

-
，E(+)

-
]=4E(+)

-

[E
-
，E-

-
]=16H2

-
- 16 H3

-

[E
-
，E

+
]=-8E(+)

-

[E
-
，E-

+
]=0

[E
-
，E(+)

-
]=0

[E
-
，E-(+)

-
]=8E-

+

[E-
-
，E

+
]=0

[E-
-
，E-

+
]=8E-(+)

-

[E-
-
，E(+)

-
]=-8E

+

[E-
-
，E-(+)

-
]=0

[E
+
，E-

+
]=16H1

-
- 16H2

-

[E
+
，E(+)

-
]=0

[E
+
，E-(+)

-
]=-8E-

-

[E-
+
，E(+)

-
]=8E

-

[E-
+
，E-(+)

-
]=0

[E(+)
-
，E-(+)

-
]=16H1

-
- 16H3

-

其它对易子均为零。
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